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第 一 章 ”预备 知识 
§ 1.1 id E 


本 书 采 用 以 下 记号 。 
LULZ, Q, R, C 分 别 表 示 整 数 集 ， 有 理 数 集 ， 实 数 集 
和 复数 集 ， 而 以 五 表示 四 元 数 《〈 见 8$2.4) 的 集合 。 
RAR, CAR Zea w 维 欧 氏 空间 、 空 间 中 点 x = Cr, 
e, Fe) 的 范 数 
lez] = (z? +e tat) 17 
BEH y>, RHE 表示 8 的 正平 方 根 。 以 
el c ea 表示 民 "的 标准 基 ， 即 el = (1，0,*…,0) 3888. 
特别 要 提 一 下 RR "的 子 集 
B*= { reR*: |x| <1} 
H*= {xeR*:2,.>0} 


Seis {reR*: |z| = 1} 
对 于 空间 CG (SRD ， 则 以 4 和 44 人 分别 表 示 单 住 图 
利和 单位 圆周 。 
作为 一 个 例子 ， 记 号 zx r RREH Ae + ER 
Hs 函数 的 定义 域 将 由 上 下 文 交 代 清 楚 。 函 数 〈 即 映射 或 变 
H) 的 符号 置 于 所 作用 对 象 的 左边 ， ATHE, Afa) 
党 写成 fz 〈 即 省 去 括号 ) 。 两 个 函数 的 复合 记 为 fg， 此 即 映 


1 


ta if ce (2)) 。 
GAN B x6, 则 称 集合 4 与 了 相交 (或 称 4 交 B) 。 说 性 
质 P(n) 对 几乎 一 切 的 成 立 ( 或 说 对 所 有 充分 大 的 7 Ww), 


意 指 读 性 质 只 对 a 的 一 个 有 限 集 不 成 立 。 


§ 1.2 不 等 式 


本 书 要 引用 的 所 有 不 锋 式 都 可 从 Jensen 不 等 式 导 出 。 
Jensen PERPER RAE (903 8E — X6. 
Jensen 不 等 式 ” 设 4 是 集 X 上 的 一 个 正 测度 ,w(X) = 1. 


so ð è è 9 > 


EX Ca,5) 为 4 可 积 ， $s (a, b)> RÆ pug», 则 


g (fida )<f ep à» (1.2.0 
TEX El, Jenser x fu Holder 不 等 式 


| taaua (fren) " (foan)? 


ik — RR MHI X JE Cauchy-Sehwiarz RER 
a,b, s CE la, '"* (X bf) 17 

Usha, ORR. MERHRRN PSR Mir, KAR 
WY AR OAT ASE STH, SPR A A A 3E E. 
证 明 。 

HX 2 (x, zj , 9 Cr) =e", 50 (1.2. D. X 
ABS RAL mex 

yii, KHA; Y, tm BV. 

其 中 必 是 /在 zy 处 所 具有 的 质量 ，y，=$f(zy) 。 


a 


为 了 应 用 (1.2.1) 3X, FRB AAR. BAG 
Fa PR BBS 36.23 FR PERE FE (a, b). 07220, 因此 cot, tan, 
coft 等 都 是 (0, n/2) EAS. RHE, 例如 ， 当 9，， 
…，0. 都 属于 (0, 2/2) 时 有 


cot (2 urbs jobs ren co. — (12.2 


作为 另 一 个 应 用 ， 我 们 来 证 明 ， 若 z,y 属于 (0,5/2) 
并 且 z +y 过 xn/2， 则 有 


tan x tan y<tan? (+54) (1.2.3) 


w= (z+y) /2, AT 


tanz+tany _ tan(z- y) 


1—tanztany 


otan w 


~ 1- ian?v 
JF E. I tan deh ERE RAP (1.2.15. 推出 
lan z+tan y>2tan w 
两 式 结 合 即 得 (1.2.3) 式 〈 注 意 tan2<1， 两 个 分 式 的 分 
母 都 是 正 的 ) 。 


81.3 代 X 


我 们 很 定 读者 熟悉 有 关 群 的 基本 概念 和 向 量 空 间 的 知 

识 。 例如 ， 我 们 要 用 到 关于 i 2, eee, n) 的 置换 群 S, 的 

一 些 基 本 事实 ， 特 别 是 $. 可 由 对 换 生 成 的 事实 。 又 如 ， 我 们 
3 


RINK LER ATT EX: 若 2: G HEREC P PEH H A, M 


ee 9 a « 


” 设 7 是 群 G 的 Mew RERNA” à Chea) Ak T 
JBE. GAT BERS E — Sede (hgh: hea) e WE 
指出 ， 映 射 + arge Ar grg! 《都 是 G 到 G 的 自 映 射 》 
在 本 书 中 起 着 特殊 的 作用 。9 和 5 的 换 位 子 是 

Cg, kh) =ghg th"! s 
这 可 看 成 9 与 9 :的 共 辆 元 素 的 复合 。 

RECHA T HG, (属于 某 个 指标 集 ) ， 诸 G; 的 并 
生成 2， 并 且 不 同 的 G, 仅 以 恒 等 元 素 为 唯一 的 公共 元 素 。 M 
是 诸 CG; 的 自由 乘积 当 且 仅 当 & 中 每 个 元 素 9 均 可 由 一 组 元 素 
gi …，9 .表示 并 且 表 示 式 唯一 ， 而 且 这 2 个 元 素 电 任何 两 
个 相 邻 元 素 不 属于 同一 个 子 群 6;。 这 样 的 例子 在 本 书 中 可 以 
找到 。 


81.4 所 dh 


我 们 还 假定 读者 具有 足够 的 拓扑 学 知识 ,例如 关于 Haws- 
dorff 空 间 ， 连 通 空间 ， 紧 空间 ， 乘 积 空 间 及 同 胚 的 知识 。 
特别 指出 ， 车 f 是 ARX 3 到 到 Hausdorff 空 间 Y 的 一 一 连续 
WM, RHET Rae. 

作为 拓扑 的 特例 , FRAT EE — Fn edu d OE RR n th Ze ing 
hy fg —-F- BAIS) FO AX RE ROSE tb. —A- HE 
量 空间 〈 式 ，p) 到 另 一 个 度量 空间 (了 ，z) 的 等 距 映 射 了 满足 

o (fr, fy) = p(x,y) 


FHU eA Eu 
4 


我 们 简要 地 讨论 一 下 由 一 个 给 定 的 函数 所 诱 导 的 商 拓 
扑 结构 。 
设 X 是 任 一 拓 盾 空间 ，Y 是 任 一 非 空 集合 ，f: XoY 
是 任意 给 定 的 函数 。 了 的 子 集 V 称 为 开 集 当 且 仅 fo Cy) 
是 的 开 子 集 ;如 此 确定 的 7 的 开 集 族 是 7 上 的 一 个 拓扑 ss 
称 之 为 由 f 诸 导 的 商 酉 扑 。 关 于 这 一 拓 站 ，f 当 然 是 连续 的 。 


常常 要 用 到 关于 商 拓 扑 的 下 述 两 个 结果 ; 
命题 1.4.1 — WEX E ThA, FHEX RH AYs 了 是 Y 


上 任 一 拓扑 , 7 BY Em fe Si th 
(000) Bf XU, ES, MT cr, 

(2) f. X-- (Y, 7) 连续 并 且 为 开 了 映射 ， aul 
T =F 46 ` 

[证 ] Bf: X> O, 7). AVERETT, Wf 
CV) EXM AR. 从 而 VP 属于 .了 ;。 如 再 设 f: X> (Y,7) 
ETS, WAV RST BRS! O) EXD m 
ff VV) BET. RAS RBH, f (UV) =v, BE 
FCF [1 

S" 4.2 设 1 把 X 映 入， ER E 


射 9 = NH X, dir cp pA | 


[证 ] 因 f 连 续 ， 故 y 连 续 意 味 着 9 连续 。 现 在 假定 9 
连续 。 对 于 Z (当然 假定 它 是 拓扑 空间 》 的 开 集 VY 有 
(g) VW =f (gv) 
这 是 马 的 开 集 ， 由 商 拓扑 的 定义 推出 "7)》 是 了 的 开 集 ， 
因此 9 连续 。 Cj 
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商 拓扑 可 代 之 以 等 价 关系 。 若 拓扑 空间 下 依照 菜 个 等 价 
关系 RB 分 成 一 些 等 价 类 [xz] ， 则 等 价 类 空间 对 /8 具有 由 Bh 
Brito) BS eas. FERS: 对-> 了 都 能 诱导 
出 邓 的 一 个 等 价 关系 RR，zRy 当 且 仅 当 f) =f) o JE 
了 与 /BR 可 视 为 同一 物 。 

例如 , 设 G 是 拓扑 空间 和 的 自 同 是 和 群 , f 把 和 中 每 个 元 素 x 
映射 为 蕊 /G 中 的 C 轨 道 (x3 o EWCPEX/GEUS Sq dn dh, 
Wf: X--X/GitwEskBRAT. pal, BETRI: DQOUXXV 
是 对 的 开 集 ， 则 集合 

f-1(fV)= Ug) 
HEX AH 

HES), FAAS Bie 3 lal E E th B At ik AB ERE 
是 有 益 的 ， 昌 然 本 书 大 部 份 内 容 可 独立 于 这 些 概念 来 阅读 。 
这 方面 的 内 容 ， 本 书 将 在 第 六 章 作 简略 的 讨论 :需要 作 进 一 
步 了 解 的 读者 可 参阅 543 C6), (28) , C503 , (632 , 
(1003 。 


§ 1.5 拓扑 和 群 


所 谓 拓扑 群 G， 是 指 G 既 是 一 个 群 又 是 一 个 拓 th 空 间 ， 
并 且 这 两 种 结构 彼此 相 容 即 要 求 G 到 6 的 映射 +1>z-! 和 G x 
6 到 G 的 映射 《+z，y) ,一 zy 连续 ， 当 然 此 处 赋予 G x G 的 拓 
扑 是 乘积 拓扑 。 

所 谓 两 个 拓扑 群 同 构 ， 是 指 存在 从 一 个 拓扑 群 到 另 一 个 
拓扑 群 的 双 射 ， 它 既是 群 的 同 构 对 应 又 是 拓扑 空间 的 同 胚 对 
Bis 这 就 是 拓扑 群 的 自然 同化 。 


6 


对 于 G 中 任意 一 点 9 空间 & X {y} 具有 一 个 自然 拓扑 , 它 
以 4x (y) 为 开 集 ， 其 中 4 是 C 的 开 集 。 Bee > (2,9). 是 G 
到 G x 4y} Mo M, BUE Cm, g) 一 zy 是 G x fy} BOWE 
续 映 射 ， 由 此 可 推出 z !>zy 是 G 到 自身 的 连续 映 射 并 且 具 有 
连续 的 逆 上 映射 + >zy-!。 因 此 ， 我 们 有 如 下 初等 而 有 用 的 结 
果 。 

命题 1.5.1 对 于 G 中 一 每 点 9， 英 射 z 一 28 和 2? 1->yz 都 
是 G 到 自身 的 同 吓 。 

着 拓 拉 群 C 上 的 拓扑 是 离散 拓扑 ， 则 称 之 为 离散 的 拓扑 
群 。 于 是 ,命题 1.5.1 有 如 下 推论 ， 

推论 1.5.2 设 G 是 拓扑 群 。 车 对 于 .G 中 茶点 9， 集 合 

(EAH, METRE) CoG) 都 是 开 集 ， 从 而 ode 


离散 的 。 
给 定 一 个 拓扑 群 G， 设 a 是 G 中 某 个 元 素 ， 定义 映射 
Br)= YXGX ^! 
和 
P(r) = az la l= Cx,a) 


显然 ，$ 以 a 为 唯一 的 不 动 点 。 对 这 些 映 射 的 释 代 $8” 和 "我 
们 尤 感 兴趣 ， 它 们 满足 关系 式 
"(x)= $*(2z)a 
这 可 归纳 证 明之 ， 因 为 
O° (Cr) = CP" (2 alacy (2) al"! 
= #4" (z)a l$” (æ) 
-249*'!()a 
在 某 些 情 况 下 ,多重 换 位 和子"(x) 收敛 于 单位 元 


烷 信 (与 之 等 价 的 是 $9' Go 收 伍 于 $% 的 唯一 不 动 点 ac) 。 如 果 所 
讨论 的 拓扑 群 是 离散 的 ， 则 必定 对 某 个 * 有 gg"(z) =a. IKE 
的 例子 可 以 在 (1063, C111; 引 理 3.2.5) 以 及 本 书 的 第 
五 章 中 见 到 。 

景 后 需要 指出 ， 若 G 是 拓扑 群 ， 五 是 G 的 正规 子 群 ， 则 
G/H 既 有 通常 的 商 群 结构 又 有 商 拓 站 结构 。 

定理 1.5.3 车 吾 是 拓扑 群 6 的 一 个 正规 子 RE, MG/H 


Hol ER Ei a pide. 


关于 这 一 定理 的 证 明 以 及 进一步 的 结果 ,可 参看 [20] » 
[23] , C393 , C673 , C69) 和 [94] o 


81.6 分 Hr 


假定 读者 熟悉 复 平 面子 集 上 的 解析 函数 的 知识 ， 这 类 函 
数 把 开 集 映射 为 开 集 。 本 书 的 主要 研究 对 象 Mobius® 换 和 
双 昌 苹 数 就 是 这 类 国 数 的 两 个 特例 。 

及 "的 某 个 开 子 集 到 尽 ， 的 映射 1 称 为 在 点 z 可 微 ， 如 果 

fG)-fG)*(y-z)A-* jy- rley) 
其 中 4 是 2 xn 年 阵 ， 当 8 一 z 时 s(g) ->0。 

可 微 映射 了 称 为 在 点 z 共 形 ， 如 果 4 可 以 表示 为 正 数量 因 
F oua) 与 正 交 矩阵 B 的 乘积 。 通常 依照 detB 是 正 数 或 负数 
而 分 别称 为 直接 共 形 或 间接 共 形 。 洁 了 是 平面 区 域 闻 的 解析 
上 映射， 由 柯 西 一 歼 曼 方程 知 除 江 使 f(z)=0 的 那些 点 外 


Q ndm SHE, 
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f 为 直接 共 形 。 
DER FRI, EDE ER 〈 正 连续 


ARO s, MÆ 
piz, y) = inf | 4a» ip G) idt 


Hob y By SM, FARR AP ERI My ORO 
hrm. FBG, P&D LTE RE. HL, K 
数 p 显 然 非 负 、 对 称 、 满 足 三 角 不 等 式 并 且 有 Pp(z,z) =0; 只 
需要 证 明 当 zsg 时 p(z, 妨 > 之 0, 即 可 。 为 此 选取 以 z 为 心 的 -- 
个 适当 小 的 开 球 Y， 其 半径 为 r。 由 连续 性 ， 不 妨 设 2 在 Y 上 
具有 正 的 下 界 4。，g 和 在 N。 因 此 ,在 ;的 一 段 长 度 至 少 为 + 的 弧 
E, AMT ADF A FRAP (tr, ¥)>0. 
更 一 般 地 ， 设 y= (y,，…，7.) 是 DD 内 任 一 可 微 曲 线 ， 
BM 
q( = Sai FVD YI 
t, J 
在 D 内 除去 使 > = 0 的 那些 点 外 均 取 正 值 。 则 可 仿照 上述 方 
法 通过 对 [5g (1)】!1“ 求 积 来 定义 度量 ,这 种 度量 拓扑 是 欧 氏 
拓扑 。 
车 f 是 D 到 六 ;的 共 形 双 射 ， 则 有 
lim ifo» - f(z)| = a(z) 
yz Ig — z| 
HALD AAMAR Hio gs to, 


MEICON 
G (fz)- Prey 


因而 得 到 一 个 导出 度 E p,。 事 实 上 ，f 成 为 从 (D,p) 到 
s 


(D,, py — SRB. WTR, mD =D, HEAS 
afar) ee) = AG) 
是 (D,p) 到 自身 的 等 距 上 映射 。 若 用 微分 表达 ， 该 条 件 可 写成 


Ay) dy| = Aca) [dal , y= f(x) 
例如 ， RD= 五? Ma) = pez 


azt+od 
‘cz+d 


f(z) = 一 一 一 


Hra, b, e, aft RK Aad—be>0, MPRA, 
且 由 
ImCfz) = Im(z) |f'’¢)| 
maf, OFA £rüg ^ gp SE, 这 就 是 H* E 的 双 曲 度 
量 。 
1 TX 3E A Ar | b Af ESSE da HI S Poisson * 
于 4 中 的 点 z< 和 94 上 的 点 56，Poisson 核 为 
- i= Jz? 
P4(2,9) = iz-é| P 
显然 ， 它 作为 z 的 国 数 在 4 内 为 正 ， 在 94 上 (点 除外) 为 
$. HF 


- St 
P4(2,5) = Re t- z) 


便 知 Ps 是 以 5 为 极点 的 z 的 调和 函数 。 
映射 taz 
f(z)= t- z 
把 4 映 成 右 半 平面 (z: Rez>0} . OW AA 
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Recf (J =Patz,6)$ 
这 就 推出 Psa (cz, o> 的 阶层 曲线 是 右 半 平面 中 平行 虚 轴 的 直 
线 @ 在 了 :映射 下 的 象 曲 线 ， 它 们 是 4 中 与 94 切 于 5 点 的 贺 
周 。 
4 到 自身 的 Mbius 变 换 的 最 一 般 形 式 为 
az4c 


= ^ 2 一 2 二 
g(z)-.— zt lal Ice] >= 1 


经 简单 计算 得 到 
t- [g¢z) P= Ig? Ca] G- hzl?) 
又 因 9 是 Mobius®in, A 
lg) -gc]?s jz- él 1g? (2| Ig CE] 


从 而 得 到 关系 式 
P(gz,96) |g (| = P,(z,6) 
半 平 面 H? 的 Poisson 核 为 
(9% 46-9 
P(z,6) = ; o y co 
| |z — 6| 2 EEx 


请 读者 自己 去 讨论 它 的 性 质 。 


O 此 处 原文 有 误 一 一 译 者 注 。 
11 


第 二 章 x 阵 
§ 2,1 JE APE 
Mad - bes olf, 2% 255 58 
a 6 
a= C 4) (2.1.1) 


M OU TEE Bl Mise df 


由 于 这 些 变换 是 我 们 所 要 讨论 的 主要 对 象 ， 困 而 有 必 要 对 
2x2 复 年 阵 类 作 些 研究 。 
给 定 如 《〈2.1:1) 所 示 的 矩阵 4， 其 行列 起 为 
dei(A) =ad-be 
KAAS eS SB det(A) xol. GA FE 奇异 
AE, NE CE ae pE 


Ad -Ab 
a ( ， » (ác Cad no 
并 且 也 是 非 奇异 的 。 
对 于 任何 矩阵 4 和 互 ， 有 
det (AB) = det (A) det (B) = del(BAD (2.1.2) 
ana 
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det (BAB~') = delCAB-! B) = det(A) (2.1.3) 

非 奇 异 的 2 x 25 B PESEXXCTOB E B4B EESETE JE — RE, 
即 一 般 线 性 群 ， 记 为 GZ(2,C) 。 我 们 将 着 重 研究 其 中 满 
足 条 件 det(4) = 1 的 那些 矩阵 所 组 成 的 子 群 SI(2,C)， 
称 之 为 特殊 线性 群 。 单 位 矩阵 用 1 表示 ， 有 时 为 了 强调 矩阵 
的 阶 数 ， 也 用 7 ,表示 "xz2? 单 位 矩阵 。 — 

本 章 的 许多 内 容 也 适用 于 x nS. arse Pens fy Fl 
式 可 归纳 定义 之 。7# 阶 矩阵 4 非 奇 异 且 具有 雍和 矩阵 4 H IC 
当 det( 4) 六 0 了 时。 恒等式 (2.1.2) 和 (2.1.3) Fah AB 
阵 仍 然 成 立 。 

称 #x ?2 实 矩阵 4 为 正 ABE B. DUSRHE fre A 

Jeb = [zl 

这 等 价 于 条 件 4-:= 4 ， 此 处 4 是 4 的 转 置 。 由 于 det(4) 
=det(A’) , 4 AWE 2845 EAA deti(4)= 1 或 -1。 
RLO) RaRa xn EXER. 

WC PREZ = (ay, 8 Za) ， 其 范 数 为 


[zl 2 Ciz] ? t e + EM 2)1f2 
Ven x z 复 矩阵 4 为 本 矩阵 当 且 仅 当 对 于 任何 zeG* 有 
Iz| = |zAl 


这 等 价 于 条 件 4-:= A’, EAD ARR AREA RET ICR IEE T 
得 到 的 矩阵 。 
从 几何 的 观点 来 看 ， 下 面 的 结果 是 很 有 意义 的 。 
Selberg31 理 设 G 是 n x nfi a HER PRAE RE WG i 
AT HUC oio icc re 


* e e ù 90 è è © ® 9» © * > o > > ù 9 @ ® 


13 


在 Co2) 以 及 [L7] ， [13] PRA CHER dn mE 
[16] , £272 , C312 , (352 , £852 与 【104] , fH 
这 些 文献 都 是 在 离散 群 的 范围 内 加 以 讨论 。 


习题 2.1 
1, TEA AIRE 
1 i 1 一 工 
0 1 ) , ( 0 1 ) 
TES LO, CA BAA, [ELS 2E S LO, Rh (6 JC gu OB Be, Be Ab 
SLG, R) ES LO, CO 中 实 年 阵 的 集合 。 
2. 证 明 Aiedel(MDEGLQ, CO SU dE SE 5E ec e BE B9 Tal 
态 ， 并 指出 它 的 核 。 
3. 与 群 的 每 个 元 素 都 可 交换 的 那些 元 素 的 集合 称 为 群 的 中 核 。 
MEHEL C. C» MSE (2, CO 的 中 核 分 别 为 
H-ítI:tx0), K= {71, -1) 
并 证 明 群 GL(2, G) / HÍ3S LOS CO / KRM. 
4. 求 出 GL (2, R) ASL (2, RO 的 中 核 Hi Ks A RE 
GL, R)/ Hi 3S8 LO, R)/ Ky 同 构 吗 ? 


82.2 度量 结构 


(2.1.1) At aS BD AB BE Aff uk tr (A) 定义 为 


tr(A)=atd 
简单 计算 表明 

tr(AB) = Vr (BAD) 
从 而 有 


tr(BAB™') = Vr (AB?! B) = tr(A) 
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tr(AA) = Abr(A) (AEG) 
ir(A') = lr CA) 
XE EB BORDA — AP 8975 3X E JT AR OM S Be, 94 
IL — F.2x2BUEJOR REGERE LAS al, AlSHermi- 
te 转 置 4' 定 义 为 


At=(A)'= (= 2) (2.2.1) 
给 定 任 何 两 个 矩阵 
b B 
一 ( . d ) » B= ( . 6 ) 
定义 (4,B) 为 


(A, B)=tr(AB*) 
=aa+bB +op+dd 
这 是 由 所 有 2 x 248 BE TE RA LR, HATRA 
Cii) €A,A1 + AzA, B) = A1CA,, B) + A (Az , B) 
Gib (B,A)= (A,B) 
任何 一 种 数 积 ， 比 如 说 (roy) ， 可 诱导 出 一 种 范 数 
(Cz, DORMER (zx-y，x-y)!:。 在 我 们 所 讨论 的 情形 
中 ， 显 然 ， 范 数 AI XS 
|! A | = (A, A)'^* 
= C[a| ? + [b]? + jc] * & lal ?) 7? 


i5 


为 完整 起 见 ， 我 将 证 明 它 满足 作为 范 数 的 那些 性 质 ， 邵 
Gv) || All >0, 444 =0 时 等 号 成 立 ; 
(v) AAW = IA + Al | Gea) 
vb — || AFBI SHAM + IBI 
其 中 ， Gv) 和 (v) 是 明显 的 ， 对 〈vi) 将 作 一 简短 的 
证 明 。 
此 外 ， 还 有 几 个 附带 的 关系 式 


(vii) idet DI + [LA Hl = |} 4 | 
(viii) ICA, BI <All + |] Bil 
(ix) | ABI x |All > TBI 
(x) 21det Ay] x || All? 


在 这 些 关 系 式 中 ，(vii) 可 直接 得 到 。 为 了 证 明 〈viii)， 可 
令 
C=AA- 4B 

其 中 4= (BA) ow = || 41, 由 性 质 (iv) AIC 1720, 
这 就 推出 (viii》。 

由 于 

| A+B |l#= || AI? - (4,B)+(B, A+ | BI? 
BEND (vi) 可 直接 从 (viii) 和 (iii》 得 到 。 

为 证 明 (ix) ， 只 需 注意 到 车 令 


(2 


则 有 
Ipl?= jaa + by| 2 
SC fal 2+ [b] 2) Cla[ * + fpf 5 
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(最 后 一 行 系 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 得 到 ) 。 对 g，" 
和 s 也 有 类 似 的 不 等 式 ， 从 而 推出 (ix) e 
最 后 ， 《x) 成 立 是 由 于 
|| A |] 2—2 [det AD] > lal 2? Jb] ?+ fe] 2+ Id]? 
-2(lad| + |bel) 
= (lal — |di 2+ (jbl - Jel)? 
=0 
Ex, YER AI ESE IL A- BI. AA 
|| 4-B1=0 当 且 仅 当 4=B 


HB-Al= [| (-1)(A-B) || = || B-All 
| A-Bil = |} (4-C)+(C-B) | 
<l A-C] +| C-B | 
这 个 度量 的 显 式 表达 式 为 


一 上 L 
i 


|| 4A- Bl] = Cla- al* Ib - i * je yl? + |d- 9173 
由 此 看 出 依 度量 
a, 5, a b 
( e. 4) > ( c d ) 
4 HAN 4a., —a, b.--b, c.—c, d.—d, KEM A 2x 258 
阵 作 成 的 向 量 空间 上 的 一 个 度量 。 
范 数 ， 行 列 式 以 及 迹 函 数 显 然 都 是 连续 函数 。 在 GL 
(2, COD E, 有 映射 4 i> A HE RBS 3f B. M A. A, 
B.— Bb] A.B. AB, 这 表明 GZ (2,C) 是 一 个 拓扑 群 。 
习题 2.2 
1. 斌 证明， 车 4 和 8B 属于 SL(2, C), NI 
17 


CD tr(AB) * irCA7 B) »trCAMr (Be) 

(ii) tr(BAB) +tr(A - tr GDir( AD) 

Gii) tr? CAD + tr^ (BD + tr? CAB) 

=tr(A)tr(B) tr(AB) *2 * Ar ABA" B™) 

在 (i) HELA BRB (A'B) JE tr (A), ir C BD ， 
tr (AB) 和 nn 的 函数 。 

2, 给 出 GL(2, CG) 中 两 个 子 群 Gi 和 Gs，， 以 及 Gi 到 Gi 的 映射 
了 f， 使 得 7 是 辐 构 对 应 但 不 是 同 胚 对 应 。 

3, 设 了 是 由 所 有 2 x 2 复 人 矩阵 组 成 并 且 以 || 4 -了 1 为 度量 的 度量 
空间 。 求 证 ， 作 为 了 的 子 集 ， 

GD GLOC, G) BARR EAR 

Gi) SLOC, C) 是 闭 集 而 不 是 于 集 ! 

Gii) GL(2, R) F EME, 

Civ) GLO,C) 是 连通 集 ; 

Cv) {4: tr(A 1) 是 闵 集 但 不 是 其 集 ; 
[对 于 Civ) . WEGOLO, C) 的 每 个 矩阵 共 令 于 一 个 上 三 角 矩阵 
妈 ， 然 后 证 明 可 用 @G5(2，C) PAIR EETA. I 

d, 对 于 n xn REBA S= ai)’ ÆA 


tr(A)=aii te tas) 


» 


求证 ， 
tr(BAB™')=tr CA 
并 证 明 tr (ABO JE HLBUR SX AERE aR 7 8E 9 — 7 BE 


§ 2.3 离散 群 


AER TPE L(2,C) Fa. 4AM xx 
G 上 的 子 空间 拓扑 是 离散 拓扑 时 ,我们 说 GL (2,C) 的 一 个 子 
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PEGE BH PUH 这 推出 ; 者 G 是 离散 子 群 ， X, Ay, As , tt R 
FG JEBLA,— X UW FAO US A. = X, AX eG 
的 假设 并 非 必要 ,只 需 假定 XeGZ (2 ,C) 即 可 ,事实 上 ,此 时 有 
ACA UD 0 OÉX XO RI 

Alife Le eazy A. = Anes FEA AL= X. 

39 [ UE BIG T Er Het. Pi uE BIG HS — A 点 是 孤立 的 。 例 
如 ， 只 需 证 明 

inf { ll X-Ij|:XeG, X21} 79 

HIT, ERARE (D 是 G 的 开 集 〈 推 论 1.5.2) 。 用 序列 
"m GJÉ ABE 4A C03 A. SISA, <G 即 意味 着 对 几乎 
— nay A. - I. 

我 们 将 主要 研究 SL (2, CD, 此 时 可 直接 用 范 数 来 
刻画 离散 性 ， 当 县 仅 当 对 每 个 正 数 j。。 集合 

(Acai REY Q.3.D ^ 

是 有 限 集 时 ， SLO.CO T ROR Bo AH 每 个 这 
种 集合 都 是 有 限 集 ， 则 因 范 5 BRIE SE i Me, G 显 然 不 可 能 
有 极限 点 ， 因 而 G 离散 。 反 之 ， 如 果 有 一 个 这 样 的 集合 是 
无 限 集 , 则 存在 G 中 互 不 相同 的 元 素 4, 满 足 上 | A. IISA, 
m= 1,2, TEA MOUS 3 29a. b. c. Td. MFA ja. S b, 
A iti H ra. 41b Mc ok - 90; Jen = 7 Be FI Pad EP EE We F 
列 。 由 熟知 的 对 角 线 过 程 知 存在 4. 的 一 个 子 列 使 得 相 应 的 
PO 3 si AES. AGHA FINI AAs, WAT A. > B, 
巨 是 某 个 矩阵 ;而 由 det 是 连续 国 数 知 BeSZ(2,C) 。 因 此 
G 不 是 离散 的 。 

BEM (2.3.1》 表 明 ，SL(2,C》 的 离散 子 REE 
THM. HH, DD T UA 
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a= UG, 
其 中 G。 是 G 中 满足 41 二 4 的 元 素 4 组 成 的 有 限 集 。 显 然 , 离 
KO TI aan 此 外 ， TOREET. 它 的 任何 共 


AWIE. 

关于 离散 性 还 有 其 它 更 有 趣 的 结果 以 及 种 种 判别 叭 则 ， 
但 这 些 内 容 最 好 联系 人 Gbiws 变 换 加 以 讨论 (这 将 在 后 面 几 
章 中 进行 ) 。 在 文献 C11) 中 可 以 看 到 关于 离散 性 的 一 种 
较 强 的 描述 。 在 结束 本 节 之 前 , 我 们 来 介绍 一 个 重要 的 例子 。 

例 2.5.1 所 谓 模 群 是 SL(2,R) 的 一 个 子 群 ， 它 由 
a,5，cyz 都 是 整数 的 那些 乍 阵 4 所 组 成 。 这 个 群 显然 是 离 散 
的 。 更 宽泛 些 ， 由 SL(2, CQ 中 a,5,c,d 都 是 Gauss 整数 的 
和 矩阵 4 所 组 成 的 所 谓 Picard 群 也 是 离散 群 (所 谓 Gawuss 整 数 即 
m+in， 其 中 m，7 是 整数 ) 。 


习题 2.3 


1, RIE: (2*7: neZ} ÆGLOC, ) 的 离散 子 群 。 并 证 明 这 ;时 
的 集合 (2.3.1) 是 无 限 集 。 

2. RUGLO, 0) 中 所 有 只 含 对 角 和 矩阵 的 离散 子 群 。 

3, 证 明 GL(2, C) 的 每 个 离散 子 群 都 是 可 数 集 。 

4. 假设 G.5 2, 具 ) 的 子 群 9 包含 一 个 有 限 指数 的 离散 子 群 。 试 
证 明 G 也 是 离散 子 群 。 


$ 2.4 四 元 数 
形 如 


2 w, 
q= ( } (2.4,1) 


一 Ww zZ 
的 2x2 复 矩阵 称 为 四 元 数 。 以 及 表示 四 元 数 的 集合 。 四 元 数 
的 加 法 和 筠 法 即 为 矩阵 的 加 法 和 乘法 ， 并 且 容 易 验证 下 列 事 
SE: 
Ci) HR FMR Abelfit, 
Cii) 非 零 四 元 数 集合 关于 乘法 是 不 可 换 群 
ii 五 是 一 个 四 维 实 向 量 空间 ， 以 


- (， 1) ， i= (0 1) 
(ty, we 4) 


为 基 。 i 
h TERRERO ME, Pca hA RL, i, 
jb KREME. ERE 这 些 元 素 生 成 一 个 8 阶乘 法 群 “ 
3t H. ` 
iz= j= k= -1 
ij=k, jk=i, ki=j 
ji- -k, kj» -i, ik= ~j 
四 元 数 集合 中 包含 C 的 一 个 “拷贝 ”， AACE HAIR 
射 
x +iy—>rl+yi 
[4 S INTE RUE TUE EO I XEM 
回 到 (2.4.1) HK, fRatiy=z, uriv=w, 则 有 
q= (xl-gD + Cuj+vk) 
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= (@l+yi) + Cal+vi) j (2.4.2) 
由 此 ， 为 了 方便 起 见 不 如 变更 我 们 的 记号 而 将 (2.4.2) 改 
写 为 
q=z+wj 
并 且 对 于 这 种 表示 式 我 们 约定 乘法 规则 为 
(2 十 2) Cz, + Wj) = (2,2. —W, We) + (ZW, + W,Z2)] 
特别 ， 若 > 和 zw 属于 C 〇 , 则 有 
J2= zJ 

(wp (z -wj)= |z|2+ jw]? 
最 后 一 个 恒等式 给 出 了 乘法 逆 元 素 的 公式 ， 即 

Go w)!zs(üz-wp/Czl*- wl?) 


det(z+wj)= lz| 2+ lwl? 


习题 2.4 

1, 斌 证明， 非 零 由 元 数组 成 一 个 乘法 群 ， 它 的 中 核 为 Cals a 
A FEDS SER } 。 

2, WHS LO, COR AE EE, HRA 

Cae : det (D 21) 
是 紧 集 。 

3. M 5 是 形 如 z+ 47 的 四 元 数 集 合 ， 其 中 上 是 实数 。 试 证 明 在 
映射 9'->jgj-! 下 不 变 。 并 通过 将 z+ j5 RC BORNE (x. oa. OE 
同 ， 试 作出 该 映射 的 几何 解释 。 

4, [EE 3 所 设 。 试 证 明 映 射 9, hgh Ab(ESI HER E, 3E te 
出 此 映射 的 几何 解释 。 
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§ 2.5 本 矩阵 


ts iB A VERE 4 EL DU 
AA*=1 
其 中 4 由 (2.2.1) ABE. FE Vl dp HE AE DEAE 
{= det(A)det(A") = [det cb? 

Pe EFS HT UK DU 1A RE SU (2,C) o 

定理 2.5.1 设 4 属 于 SL(2,C)。 则 下 列 命 题 等 价 
(它们 刻画 了 SU (2,CG》 中 元 素 的 本 质 特 征 》， 

Cio AR BRIBE 

Gi) |[A|? 22 

Gii) 4 是 四 元 数 。 


特别 有 
SU(2,C)- SLO,CODH 
[证 ] RÆ 
b 
A= C 1) ; ad —bc-1 
jui 
= (Imt l? ac+bd ) (2.5.1) 
ac + bd fe] 2+ [d] 2 
JF H. 
la- dļ2+|b+ cl%= || Al|*-2 (2.5.2) 


首先 ,(2.5.1) ROH SA PENI [| A || = 2。 其 次 ， 

车 上 412=2 则 从 (2.5.2) 式 推 由 = d, b=- c， 因 而 4 是 

四 元 数 。 最 后 ， 若 4 是 四 元 数 ， 则 a=d， b=-c, RB 
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aé-bc-1, BIA (2.5.1) HEM AR AER. 
简单 计算 表明 ，SU (2, CO 中 每 个 矩阵 4 保持 二 次 型 
jeli + [wl ?不 变 ， 说 得 明白 些 ， 若 
(2,W) A= (z',wm') 
则 
Iz^|* * [w'|?- |z]? + w|? 
Æ (028 Hs] IE diat, Sr. Met FE a AB EX 
AX [| = I XAI = |] XII 
而 此 式 表 明 
| AXA?-AYA™? |) = |} A (CX-Y)A?]] = || X-Y ll 
因此 ， 我 们 有 如 下 结果 : 
定理 2.5.2 假定 4 属于 SU (2,C)。 则 映射 Xi> AX A 
是 征 阵 空间 到 自身 的 等 距 映 射 。 


os 


ib: 定理 2.5.1 和 2.5.23 以 后 还 要 以 几何 形式 再 次 出 现 。 


习题 2.5 


1. 试 证 明 SU (2, CG) 是 紧 集 ， 并 证 明 它 的 任何 离散 子 群 都 是 有 
限 集 。 

2. SUQ, CO JE VES SER v 

3. VLSOCO ER S LO, R) PIE % JB BE ACAA! = D RY 
群 。 试 证 明 存 在 SO(2) 到 复 平面 中 单位 圆周 的 映射 ， 它 既是 同 构 又 是 
IER. 

4， 试 证 明 SZ (2, C ) 中 每 个 矩阵 均 可 表示 成 如 下 形式 ，: 

i8 — oi i+ 
(oane) (imp cove) err) 


RPA, 6, VÆRK. 
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A —:4 Re 上 的 Mobius 变 换 
83.1 Rr 上 的 Mobius 群 


给 定 R' 中 一 个 球面 
S(a,r)-(zeRg':[r-a| =r} 
JKBaeR^,T250, X T S(a,r) 的 有 反射 《或 反 演 ) PEM 为 
$a) =ar (- ) (z — a) (3.1. D 


ETE 


HFSW, Ds, EREA 
(z) =2/ |x|? 
为 了 方便 把 它 记 为 xz 1->x"*， 此 处 z" = z/ lz| *。 于 是 ， 一 般 的 
反射 (3.1.1) 可 表示 为 
(4) =a+r?(4~-a)* 
AFS (a,r) 的 反射 在 x = a 处 无 定义 ,这 可 通 3E AR 
添 一 个 附加 点 来 加 以 解决 。 选取 不 属于 OR (对 任何 %) 的 任意 
一 点 记 作 co， 并 作 并 集 
R*=R'U{~} 
h Frakt |%(z)| oo, 我 们 就 很 自然 地 定义 $(a) = 
JE X6 (coc) = a。 于 是 ,反射 9 作用 于 R^ E, 并且 容 易 验证 
HRH 所 有 的 点 z 都 有 9(z) -:. RAS 是 及 "到 自 SH 
一 一 映射 ， 当 且 仅 当 zeS a,r) We (2) = z。 
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我 们 称 如 下 形式 的 集合 
P(a,l)  (zeR^:(r,a) =t} U (o) 
JAR hy 4B, paR 并且 a 六 0,(z,a) 是 通常 的 内 
积 卫 x ;4aj;，t 是 实数 ,由 定义 知 ~~ 属于 每 一 个 平面 ,关于 P (a, 
AMDB RET OO, e = 昌 的 反射 9 如 通常 所 定义 ， 即 
d(x) =at+ha 
其 中 实 参 数 的 选取 要 使 得 (x+ B(x))/2 在 Pla,t) 上 。 由 
此 得 出 % 的 确切 公式 为 
$(zx)-z-—2((r,a) -tJa* (3.1.2) 
XupzeR^, HATO (co) = co, PREE JH VER" EM, XERC 
HADAA a =2, Bux A uhy—-—m 射 。 
当 且 仅 当 xeP(a,t) 时 和 (zx) = x, 
显然 ,任何 一 个 反射 $9 (不 论 是 关于 球面 或 是 关 于 平面 ) 
TE R'E RR ood Coo) 两 点 外 都 是 连续 的 ， 在 那 两 点 处 的 
连续 性 尚未 定义 。 为 此 我 们 来 均 造 RR" 上 的 一 个 度量 , 并 证 明 
关于 这 个 度量 ，9 在 BTR IESE, 
首先 ， 通过 让 点 (zr 0 Xf 
应 的 自然 方式 ERRAR bo W 明确 地 说 ， 我 们 定义 
了 一 个 映射 z 1->z， 其 中 
n —(z,,5,02,,0), T= (zi, t, Za) 
当然 还 有 co = oo. Db, a ch zB RI PERI PER 2.20 
Éj—--M db. TR +OP EM. = 0 LA — k SRI 
28's eg": lyf =1} 
这 可 通过 让 点 z 向 著 (或 背 着 )e,,; 作 投 影 ， 直 至 它 遇 到 球面 
上 蜡 于 e, ,的 那个 唯一 确定 的 点 T(z) 作为 其 对 应 点 。 这 一 - 
映射 = 就 是 熟知 的 从 民 " 到 S" 的 球 极 平面 投影 。 
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容易 求 出 x 的 解析 表达 L. AER HA, A 
m(x)9 a Hile a ) 
eh EREE aol = 1. REE Im G1 ?=13| 出 t 的 一 
qULUOFR, XAET AME, Hiis 1 和 


— izj*-1 
t= i 2. 
lz| ? +1 
(因为 lz| = iz 从 而 有 
(y a ( 25 2.22: iz|* —1 
w(x) lal? +1 "jel? +1’ ized)? 
zeR^ 


M EMT Co) — 0.15 


由 于 z icem (a) 是 RBIS i—i, BOATS Efi 
氏 度 量 诱导 出 R" 上 的 度量 4 , 称 其 为 R^ ERBER, KE 
LnF: ~ ~、 

d(x, yo = lr(rd-aa ls z, yeR' - 
£m A Sehew BAAR, HI 
( 2 |e a "iy YY 
t+ hyj? ? 
dlz,y) = i . 


IET (3.1.3) 
S CL + [2] 7) ? 

在 3.4 池 中 ， 我 们 将 给 出 此 式 的 一 个 简短 证 明 。 
上 述 公式 表明 , 限制 在 RR" 上 的 度量 4 所 诱导 的 拓扑 与 欧 
氏 度 量 所 诱导 的 拓扑 相同 ， 因 此 ， 从 尺 ' 的 某 个 子 集 到 RH 
任 一 函数 关于 这 两 种 度量 要 么 都 连续 ， 要 么 都 不 连续 。 容 易 
看 出 ， 关 于 度量 4， 每 个 反射 PER HATO. HR 
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Lb, BO=¢-', 我 们 只 需 证 明 $ 在 及 "的 每 一 点 处 连续 。 对 
RFM (co) 的 x， 连续 性 是 熟知 的 。 问 题 归 结 为 研 究 $ 
在 和 4 (00)( = $-! Coo) ) 两 点 处 的 连续 性 。 若 $ 是 关于 
S(a,r) 的 反射 ， 则 当 z 一 4 时 有 
d ($F) pa)) = dG (x), ©) 
2 


+ lé 7 
—>0 
因而 % 在 z =a 连续 ， 类似 可 证 在 x = cc 也 连续 ， 若 % 是 关 于 
平面 P (a,t) 的 反射 ， 容 易 看 出 当 |z| -> + 时 有 
I$ Cz] * = |el?+ 0c |z|) 

BB (x) \> +c。 这 表明 乡 在 co 处 连续 ,因而 儿 也 是 尽 * 到 
自身 的 间 是 。 . 

定义 3.1.1 ERER Ef Mobius the LA 有 限 个 
《关于 球 而 或 平面 的 ) 反射 的 复合 。 

BA, A Möbius E RE ER WARK. PR Mob 
ius 变 换 的 复合 是 Mobius 变 换 。M6bius 变换 的 逆 变 换 也 
de Mobius th, Bp 6-0. GEO ERM), WA 
$7 -4,. 0. Head, h EXEM RHR OG) = 2, DH 
而 便 等 映射 也 是 Mobius th 

定义 3.1.2 作用 在 R' 上 的 M5bius 变 换 群 称 为 一 般 
Móbiusst, 并 记 之 为 GM(R* do 

现在 来 考察 Mobiws 变 换 的 一 些 例子 。 首 先 ， 平 移 z i> 
z+4，a¢R"， 是 一 个 Mbiwus 变 换 ， 因 为 它 是 关于 (x,a) 
= 0 的 反射 与 关于 〈z，a) = Jal */2 的 反射 的 复合 。 其 次 ， 
伸缩 z 1 一 kz，k>>0， 也 是 一 个 必 05iws 变 换 ， 因 为 它 是 闫 干 
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800,1) 的 反射 与 关于 S(0,v b o 的 反射 的 复合 。 
车 以 $ 和 4$" 分 别 表示 关于 S (a.v) MS CO, DWH, 
且 %(z) =rz+a WME 
f= pp yp (3.1.4) 
由 于 是 以 2bius 变 换 ,因此 任何 两 个 球面 的 反射 都 是 群 
GMR) HORER. 
作为 opizs 变 换 的 例子 ， 还 可 以 举 出 所 有 欧 几 里 德 等 
Eit MER et 到 自身 的 每 个 等 距 有 映射 $,， 均 可 和 看 
成 是 作用 在 R^ E, Bé) = copy Mobiusth at. 
定理 3.1.35 R’ 的 每 个 欧 氏 等 距 上 映 射 至 多 是 n+1 个 关于 


> «© © 9 0*9 9 * o >o a 9 @ 


平面 的 反射 的 复合 。 ASK ABIRE it AE Mobius 换 。 
` [证 ] ”因为 每 个 平面 反射 都 是 等 距 映 射 ， 从 而 只 要 考 
EELO) = 0 的 那些 等 距 映 射 $ 就 是 够 了 。 这 种 等 距 映射 
保持 向 量 的 长 度 不 变 ， 因 为 
$lz)) = 1$(22 - 6€01 = Ix— 0| = |z] 
它 也 保持 内 积 不 变 ， 因 为 | 
2(6(0,06» = l6 G2] * padje- Iola) - 6 (yD? 
= [zl** |y] ?- |z- yl? 
-2(2,y) 
这 就 推出 向 量 $(e1)，…，9(e,) 互 相 正 交 ， 因 而 是 线性 无 
关 的 。 这 1 个 向 量 组 成 x 维 向 量 空间 R" 的 一 个 基底 ， 于 是 对 
于 RR' 中 每 个 x+， 存在 RR' 中 茶 个 满足 


$)2 Dus dees) 

j-1 

因 b (ey〉 互 相 正 交 ， 而 有 
4; 7 (br) pe;)) 
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-(2,0,) 
=f; 


从 而 
D? ve) Pu ple) 


这 表明 J 是 RR" 到 自身 的 线性 变换 。 PII 射 都 是 
一 一 映射 ，9% 的 核心 是 零 维 的 ， 因 而 几 ( 尺 "7 = R" 

车 4 是 % 关 于 基 ey, c. e. H HB, WU O(a) =aA, H 
4 的 行 向 量 为 ge) , n, 9000). IAR AR PE AA! 的 第 
(i, j) 个 元 素 为 (hl(e,) ，V(ei)) HlCe;, e), i=j 
时 其 值 为 1， 否 则 为 90。 因而 4 是 正 交 和 矩阵 。 

现在 来 证 明 % 至 多 是 ?个 平面 反射 的 复 台 。 首 先 , 置 

a,=$(e;)-e, 

dia,0, Mp BT PM Plas OMY RH. A AAG. 1.2) 
KERRIER. ABER, 9, oe) 映射 成 el。 di 
a,=0, NS? eset. FE, EE TOL PY aR E ACID 
HRT pee, HP, = 716, 则 加 是 保持 0 和 ei 不 变 的 等 距 映 射 。 

一 般 地 ， 设 $9, 是 保持 0，e1!，…，e; 诸 向 量 不 变 的 等 距 
Whip, JFE 

ar: =O, (O41) — Cass 
SO AEH St O5a,,,20 Xx X T Pia, 0) WR 
Bt GAa,,,290) , fu BE PTXR. Vulnus. OMe, + RHE. 
An EXE IJsAERK 
(ej var) = Gd CaL (Css aes) 
= (6,C06,0.,0,C6,4102 - 0 


= (8e;,0,4,,) =0 
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BH (3.1.20 RE 
Pia, (@;) =e; 

因 负 ,使 0D，e，…，e: 诸 向 量 保持 不 变 ， 有 从 而 推出 区 , +19$ ;使 
0, ej, ,ei1+1: 诸 向 量 保持 不 变 。 总 之 , FEY, SH 或 
平面 反射 》， 使 等 距 映 射 攻 ,入 。_ epp HE REO, e n, e. 
诸 向 量 不 变 。 如 前 所 述 ， 这 样 的 映射 必 是 线性 变换 ， TE 
柱 等 映射 ， 于 是 有 峭 = % ep 。 因 为 任何 等 距 有 映射 复合 上 i 
当 的 反射 就 具有 4 的 形式 ， 这 就 完成 了 定理 3.1.3 的 证 明 。 口 

还 有 另外 一 种 有 用 的 表示 式 。 00 

定理 5 1 4 E 9 为 欧 氏 等 距 映 射 当 且 仅 当 它 具有 如 下 


形式 b(t) =xAt+2 

SUP AIEEE, meR. 0 

” [E] ” 因 正 交 算 阵 保持 向 量 的 长 度 不 变 ， 故 具有 给 定 

形式 的 任何 一 个 映射 9 显然 是 等 距 的 。 反 之 ,车 $ 是 等 距 映 射 ， 

则 $(z) -多 (0)》 是 保持 原点 不 变 的 等 距 映射 , 因而 可 由 正 交 

矩阵 给 出 《如 定理 3.1.3 的 证 明 中 所 曾经 讨论 的 ) 。 [D] 
还 可 以 获得 关于 等 距 映 射 的 更 详尽 的 信息 ， 例 如 ， 我 们 

有 如 下 结果 : | 
ee ee a Se RE 

Q, ER 


$1 


其 中 r，s， CRABS, J 


‘cosé, -sing, | 


= sind, COSD, 


因此 ， 通 过 适当 选取 正 交 基 ， 保 持原 点 不 变 的 任何 欧 氏 
等 距 映 射 均 可 用 这 种 形式 的 矩阵 表示 。 这 也 清楚 地 展示 了 等 
距 上 映射 所 有 可 能 的 类 型 。 

现在 回 过 头 来 讨论 一 般 的 反射 8。$ 似 乎 应 当 是 反 转 og 
向 映射 ， 我 们 来 证 明确 实 如 此 。 

定理 5.1.6 每 个 反射 都 是 反 转 定向 映射 并 且 共 形 。 

[证 ] 设 $ 是 关于 Pla,t) 的 反射 。 从 (3.1.2) 式 可 直 
接 推出 $ ALT HK, HOY (x) 是 常数 对 称 和 矩阵 ($8;;) ,其 
中 

20,0; 
$,,70,,- At 
(64 是 Kronecker 记 号 ， 当 i= j 时 为 1， 否 则 为 0) 。 把 它 
写成 如 下 更 为 方便 的 形式 。 
9' (z) - I - 2Q. 
其 中 @ ,的 元 素 是 4ai4j/ lal *.Q .是 对 称 矩 阵 , 且 有 @。= @ 。 
因此 


p’ (4) 0’ (2) = (1-29 D? - I 

这 表明 %“ (2) EERE, Am ERT e nyJtJÉ 性 。 

&D=det $9' (2) o FAG’ (2) 是 正 交 和 矩阵 ，D 六 0 (CH 
SX EDezrD.mnHDim'-íi 中 向 量 a 的 连续 函数 ， 因 
而 是 R" - {0} BIR'-(0} 内 的 连续 映射 。 由 FR- (oli 
通 〈 此 处 假定 % 宇 2)， 故 对 于 一 切 非 零 向 量 a，D 的 值 要 么 都 
是 正 数 要 么 都 是 负数 。 取 a = e; 时 ，$ 的 表达 式 为 这 时 的 
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lzi, -, x.) —(—x, 2b, 22, t Za) 
D= - 1。 因此 可 以 断定 , 对 所 有 非 零 向 量 a 均 2D <o, 故 每 个 
平面 反射 都 是 反 转 定向 映射 。 
类 似 的 论证 过 程 对 关于 球面 的 反射 也 成 立 。 先 假定 是 
关于 SC0,1) 的 反射 MW 24 z5co Hf, 6’ (x) 的 一 般 元 素 
为 


故 
$’ (a) = |æ] A-2.) 
这 表明 在 每 个 非 堆 点 z 处 g 是 共 形 的 。 


LID KR det o’ (x) o Hli) =2, p 链 式 法 则 
有 


D(¢(2)) Dt) =1 
故 可 仿照 前 面 的 讨论 推出 D 在 R" - (0) RERE É R E 


取 负 值 。 取 z* = e: 经 简单 计算 得 到 DC = -1, 于 是 对 于 一 
切 非 零 的 z 有 D(x) <0。 


关于 一 般 的 球面 反射 的 证 明 ，B 是 (3.1.4) 式 的 一 个 简 
单 应 用 ， 此 处 不 再 作 详 细 推 导 。 C] 

上 述 结论 表明 ， 侦 数 个 反射 的 复合 是 保持 定向 映射 〈 简 
称 保 向 上 映射”》， 奇 数 个 反射 的 复合 是 反 转 定向 映射 《简称 反 
向 映射 》。 


定义 3.1.7 ”作用 在 R* 上 的 Mobius REM (R') 是 GM 
CRO HER, EHOMCR') 中 BUR RIS Mobius 变 换 
组 成 。 
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TERA ZA, RATA A A A T 
Tio dE ODBAICERGHS(Ca,r) 的 反射 ， 则 


tøy ir) =r jiy- aeaa" 


=r? ol _ 2z-8,J9—29) 
e (tgo 


la—al2ty —al? 


这 表明 


lim lo(z+h) -oz 2 re 
h--0 IA] 


它 给 出 了 go 在 z 处 的 局 部 伸缩 值 


iri a 


习题 3.1 


。 试 证 明 ， AOE as aq) c ORI Cz, D) = 0 的 两 个 反射 可 交 
ere bial aka 49 OTE 
2, UE: SOLE, D = 4 的 反射， Rips | z [~> + 时 有 
[bce] = iri? +0Cr) 
3. 设 9 是 关于 S(a,7) 的 反射 。 试 给 出 下 列 结论 的 解析 证 明 ， 
GD) sé =x “HR xeSCa,r) 
Gi) $'(z)-m 
(iD — iz-al*ióQGD -al=r? 
FRM RT Pa, 有 的 反射 作出 同样 的 证 明 ((iiiy 要 作 些 改变 ) 。 
4。 用 解析 方法 和 几何 方 共 证 明 ， WR DBR a Aly > 有 
lalely~a2*t=lylela -y"| l 
5。 试 证 明 , HAG RAKES Ga, tlal MRS, W 
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zi-9(2)- lim 4(2) 
i— +0 


表示 基于 平面 (z， a) = 0 的 反射 。 
6。 验 证 公式 (3.1.3)。 
7. VE m eres = 0 到 S8' 的 球 极 平面 射影 。 试 证 ， 若 yeS*: 则 


mw (y= (yi. “sy ys, 0) 


Ol 
ü-y. +1) 
8. 证 明 CG 中 的 映射 a 一 1+ z 是 三 个 反射 ( 且 不 能 少 于 此 数 ) 的 复 

合 。 (因而 定理 3.1.3 中 的 n+1 是 能 够 达到 的 。 ) 
9. ARRET S leni v 2)8 St. cR BE CE Bian i =0 上 


ó-2z, PRHE 
| 10. 利用 定理 3.1.5 MEL 3.1.7 HE H: Enr ARH A eM 
(RO , WI ó 具有 一 根 轴 线 (由 不 动 点 作成 的 直线 ) 。 


§ 3,2 Ma5bius 变 换 的 性 质 


RAREN, Mobius 变换 把 每 个 球面 和 平面 映 射 成 
球面 或 平面 。 由 此 ,为 了 方便 可 将 用 语 作 些 改 变 。 今 后 ,我 们 
用 “球面 ”来 表示 形 如 San) 的 一 个 球面 或 者 一 个 平面。 
而 把 球面 8 a, T) 叫做 欧 氏 球面 或 简单 地 称 WS Ca, T) FE ER 
面 。 
定理 3.2.1 RRE Möbius 变换 ， 忆 是 任 一 球面。 
则 4 ( 瑟 ) 也 是 一 个 球面。 

[证 ] 客 易 看 出 ， 当 少 是 欧 氏 等 距 喘 射 时 %(2) 是 一 个 
球面 ， 特 别 当 $ 是 关于 平面 的 反射 时 结论 成 立 。 同 样 容 BE 
出 ， 当 $$ (x) =ke, k>, $(2) 是 一 个 球面 。 

每 个 球面 了 3 是 及 "内 满足 某 个 如 下 形式 的 方程 的 那些 z 组 
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成 的 集 ， 
e |z| ?—2(z,a) +¢=0 

其 中 e 和 t 是 实数 ，arcR"， 并 约定 当 且 仅 当 s = 0 时 co 满足 此 
方程 。 

车 ze 加 ， 记 y = x"， 则 有 

e—2(y,a) +t |y|2?=0 

这 是 另 一 个 球面 了 ,的 方程 。 因 此 ， 若 名 是 映 cic’, WU 
°F) Cl, WAAIDE, FHO (2) = 了,。 

H (3.1.4) 式 及 前 面 的 注 记 ， 当 4% 是 关于 任 一 欧 氏 球面 
的 反射 时 ，4 ( 卫 》 是 一 个 球面 。 由 于 每 个 Mobius 变换 都 是 
反射 的 复合 ， 从 而 推出 定理 的 结论 。 口 

对 M55izs 变 换 在 几何 性 质 上 的 深入 研究 ， 本 质 上 都 离 
不 开 定 理 3.2.1 以 及 M5pias 变 换 共 形 的 事实 。 共 形 性 的 一 
AY Fi FAS ER DA BR IE 227 30 27^ 的 反 积 (X, X’) s 这 是 
一 个 出 色 的 概念 ， 它 是 仅 与 上 和 2 有 关 的 一 个 实 的 显 式 
RER, 并 且 在 所 有 Mibiwus 变 换 下 不 变 。 当 允 与 2 MEM, 
它 是 交角 的 函数 ， 当 对 与 2 人 不 相交 时 ， 它 是 两 球面 的 双 di 
距离 的 函数 〈 下 面 再 作 解释 ) 。 无 疑 ， ( 卫 , 2 ) 的 不 变性 和 
直观 的 特色 ， 使 之 成 为 一 个 强 有 力 的 出 色 的 工具 。 

确定 一 个 球面 卫 (S (a,7) 或 P(a,t)) 的 方程 是 

íz|* —2(,a0) * Jal?—-r*-0 
或 
-2(z,0)2020 
这 两 类 方程 也 可 写成 统一 的 形式 
ao |r| * (2,0) +asr =0 


其 中 a = (a, ar,a.) 。 2 的 系数 向 量 Caas Gys slay 
36 


Gos) JE RA E E ie, (AeA RRMA PES RH 
fk. MAA (m, a. JET HEARS, M 
lal *2»a,a.., 
定义 3.2.2 EPAL 是 分 别 具 有 系数 向 量 Cay oc, 
as) 和 (pu，…，D.+) 的 球面 。 ZANE! RRL, 2) 
为 
(S$,5/) = |... [2(@,b) Zabas mA LET bol i 
2Claj*— a«8.41) * Clb] *- bobni) 2 
(3.2.1) 
注意 ， 这 是 由 了 各’ 所 唯一 确定 的 量 ; 分 母 中 加 括号 
的 量 是 正 的 ， 我 们 取 其 正 的 平方 根 。 如 果 定 义 在 R"** 上 的 
双 线 性 型 4 为 
q(x,9) = 20a, y, t t tay) — (Xoyeai + Lagi Yo) 
则 可 将 反 积 更 简洁 地 表 为 


lq(a’,b’)| 
Ig (a' ,a^)| * Ig ^, bp = 
其 中 a = (a,, ayy e, Gry Ga41) ，5 与 之 类 似 。 
RES = AL (DEO HERE RRA A 
的 。 
I 车 5=S(a,r), 5 = ， 则 
r?+t?— Ja—b5|? | 
€: | | (3.2.2) 


GS’) = 


(3,5) =! 


II # X =S(a,r), Z’=P(b,), Ml 
^32 1a, b) - t| 
(9S,-) r |b] ` (3.2.3) 
IE 4$ z-PonD,rE'-PO,.), W 
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fy Ica, BD] 
(S48) = "lal or (3.2.4) 


这 些 公式 是 容易 验证 的 ,注意 ; Eh, AD 5 
也" 相交 ， 则 (E,2'/2-2cos0, ODA. HR, MAM 当 
SHOE RM OCE,E'2-20. XB "Pu uH fe HE Y AA 
ó 

T 

其 中 6 是 SCa,7) 的 中 心 到 平面 P(5,t) 的 距 离 ; 因而 当 且 
仅 当 aeP(b,t) 时 CE,2'2-0, 

现在 来 证 明 CD, 2’) 的 不 变性 。 


(x,x^)z 


San? 


ee ees 
^ (6G. GO) = OSB’) 

[证 ] 476 Möbius BRIER mi ZA RRM’, HL gH 
SORT eS ELE" 的 系数 向 量 ( 在 相差 一 个 数量 倍数 的 范围 
WD 之 间 的 一 个 映射 

(Bo 9D, 9 Dey ny 1) I (Gus t» OG/ s. 11) 
例如 ， R' 上 的 正 交 变换 z -~z4=2y (这 概括 了 所 有 关 于 过 
原点 的 平面 的 反射 》 满 足 
Ilz|2= |y|:, (a,a) = (xA,aA) = (y,aA) 
因而 把 球面 
ao Ix| :2 一 2(zya) tan+1=0 
映射 成 球面 
ao |y| * -2(y,a 4) +a}, =0 
于 是 它 所 诱导 的 系数 间 的 映射 为 


Ao >an, G|--GÁÀ, ayy, l-0G4«, 
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显然 ， 当 两 个 系数 名 量 都 执 从 此 变换 时 (3.2.1)》 不 变 。 这 
BREW (X, x70 CEPR AS rm rd T Hee 
JE Hb, BRA Ci) x i>kz (kK>0); (iD 2 >2 3 
Ciii) z i—z t ups SEIL RT. 
(i) (4058 ,5**5, 84,04 21) 19 (Gorka, or, ka, Eaa) 
(1D  (8a6,0,,**,0,50. 441) 1 (85.1, 0, 9 *** bas By) 
(ili) (do0,4,,***, 0.04 41) > (805 G4, + Got, 5%" 
Gat Gatas Gua, -2(G5U) + Go fal 2) 
容易 验证 ， (3.2.1) 在 所 有 这 些 变换 下 均 保 持 不 变 ， Hd 
于 它们 所 对 应 的 人 6biwus 变 换 生 成 于 6biwus 群 ， 定 理 已 完全 
得 到 证 明 。 从 代数 上 容易 看 出 ， 一 个 用 6bius 变 换 诱 导 WH 
于 系数 向 量 的 一 个 线性 变换 ， 这 个 线性 变换 的 矩阵 4 保持 二 
次 型 9 不 变 。 Cl 
下 一 个 结果 的 证 明 指 明了 如 何 用 反 积 替代 共 形 性 。 
定理 3. 2. 4 设 2 是 任 一 球面,o 是 着 忆 的 反射 ， 7 是 恒 


© e 9 0 èo è o eo œ 


变换 ， me = 1 或 $ =o, 

[证 ] HES BSER PAE He. = 0 的 情形 。 令 2’ = 
S(a,r) ， 其 中 ae 了 23，7r>0 因 -ok 了 3, of OD as ee 
把 2 PRA RTM, Ub E"-S0,0.B]2€X ifi a 
(2,2) =0。 由 定理 3.2.3 所 描述 的 不 变性 推出 (ZZ, 2“) =0, 
ibed, 于 是 wa, =0 ,= 10。 了 ni 了 “的 每 一 点 是 4 的 不 动 点 ， 因 
i324 B. C24 

(r,—b,)* c Fr (zx, 75, )* - 0 

时 有 


(z;—a,)?t*t«*c (Ta-aa) ET? 
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RAT EAA=b, t=r; PEJN MHA. 

其 次 ， 我 们 选取 任意 一 个 不 属于 加 的 z， 令 y=$(zx》。 
再 在 也 中 任意 取 定 一 点 ae， 且 令 r = |z -al ,因而 reS a,r), 
由 于 $ 使 SCa,7)〉 RE, y VT S (a, , PUA 

|z|? -2€2,0) + lal := igi? -2C(y, a) + fal? 
DX ESOS E (ch Pr Aas Ry. Pla = 0 时 得 到 |z| = jj 。 
TE ASCH MD dg — Aa 

(r,a) = (a) 
Hüaje, «e, es- IRH; =y; j=l, 2, e, n—1. Ñ 
iz| = ly| TH Ey tr 于 是 $9(z)(=y) 或 为 + 或 
0(z)。 又 因 $ 保 持 如 不 变 ， 并 置换 R-II 的 分 集 ， 故 
$-1 或 $-oc 

现在 可 着 手 完成 对 一 般 情 部 的 证 明 。 首 先 ,给 定 任 一 球面 
LEM ObiusS ky ie X BH Me. =0; 我 们 略 去 对 这 一 点 
的 详细 推 证 过 程 。 其 次 ， 设 co 是 关于 的 反射 ，5 是 XT 
面 z,= 0 的 反射 。 变 换 %e :使 平面 z. = 0 的 每 一 点 保持 固定 
并 且 不 是 恒 等 映 射 ; 因 而 由 证 明 的 第 一 部 份 知 有 Yo$-! = 7. 

若 $ 是 使 台中 每 点 保持 固 定 的 任 一 Möbius, Wi 
POP 1! 或 为 1 或 为 7， 因 而 $ 或 为 1 或 为 0。 口 

这 一 证 明 过 程 还 表明 ， 任 何 反 射 o 都 共 轿 于 一 个 固定 的 
反射 ?7。 于 是 我 们 得 到 (3.1.4) 的 如 下 推广 

推论 — EXPLERE AEG M OR ADK. 


是 y = (o2) (当然 还 有 z=0o(y) ) o 
现在 假定 z+ 和 y 是 关于 刀 的 一 对 反 演 点 ; 设 $ 是 任 一 Ms- 
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biusER, o EOS TURBIOCEORgE M. RRE 3.2.4, 
46 0,6 =o, 或 写成 与 之 等 价 的 形式 019 = $0 。 这 同 如 下 说 
法 是 一 致 的 ， 即 “对 所 有 的 c, 0, 86 O(a) BR a Moly)” ? 
因而 %(z) 55 $ G0 是 关于 几 (Z) 的 一 对 反 演 点 。 我 们 EUER 
述 成 定理 3.2.4 的 第 二 种 形式 。 

ES. 2.5 设 z 和 y 是 关于 球面 2 的 一 ERR $ 是 任 


oe ù o 9 


BUR. 
定理 3.2.6 当 且 仅 当 过 z 和 8 的 每 个 球面 与 己 正 交 时 z 和 


CHEJ 当 忆 是 一 个 平面 时 结论 SERRE TEAR: AFR 
点 和 正 交 性 都 是 不 变量 , 因而 结论 对 一 般 情 形 也 是 正确 的 . 口 
我 们 以 对 交 比 作 一 简要 讨论 来 结束 本 节 。 给 eR’ 内 四 
ARAT, y, u, v, 这 四 点 的 交 比 为 
d(z,u)d(y,v) 


CTY, us V= “day yd (u,v) (3.2.5) 


根据 (3.1.3) HRI E OX 


= lezel yo 
pt jap luo 


(3.2.6) 


当 其 中 一 个 变 元 为 时 可 作 适 当 的 解释 “由 (3.2.5) 这 是 完 
全 可 以 的 ) 。 

定理 5.2.7 BHO: 尺 '-~ 六 "是 Mubius 变 换 的 充 要 条 
件 是 它 保持 交 比 不 变 。 


[证 ] 由 于 对 欧 氏 距离 只 改变 一 个 常数 因子 的 那些 
Mobius 变换 不 改变 表达 式 (3.2.6) 的 值 ， 故 只 需 考虑 上 映射 
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ai>x's BOR (3.1.5) ) 
fa — gi 
fal [yi 
履 交 比 也 是 映射 z i a 下 的 不 变量 。 这 就 推出 所 有 Mretaws 
上 映射 均 保 持 交 比 不 变 。 

现在 假定 9， 及" -> 及" 保持 交 比 不 变 。 Mies Mobius 
变换 的 复合 ,好 知 仅 考 让 $8 (Om) = o 的 情形 就 足够 T. CER" 
内 取 四 个 不 同 的 点 +*，y，u，2， 由 


[co ,],u, 0) 
Cz, Yy, v] 


[z* —y*| = = 


在 $ 上 映射 下 不 变 可 得 
let BD) _ Ie @ $0)| | 
|x — yi Ju- v| 


限制 (z, yY1G, v) =$ 并 不 是 必要 的 《上 式 两 端 可 [8] 关 
于 另外 两 点 4，28 的 同样 表述 式 相 比 BR, 这 两 点 可 取 为 与 
z+，Yy，u，2 都 不 相同 的 点 ) 。 上 式 表 明 $ 是 相似 变 换 ， 因 
mÆ Mobiuszis t. 


习题 3.2 
验证 (3.2.2)，(3,2.3) 和 (3.2.4)。 
hie sg 2853.2. STE SHAR AR UES — 88 A TP UE BA 
. ix d RP PMR. RE 
dOr* — y*)-díz, y) 


w P - 
. * 


8 3.3 Poincaré pak 


Poincar Sk, EFIE RADA Mobius Heo Wt D BA 
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SSE TER! Ef MobiusB RS EG MCR") 
可 视 为 GM CR"!!) 的 子 群 ,这 种 扩张 依赖 于 RR* 到 及"** 的 
嵌入 

HIME = (Lissas Og T= (2 yey Fa) 

对 于 作用 在 R' 上 的 每 个 反射 $， 我 们 以 如 下 方式 确 定 
出 一 个 作用 在 R'* Leite, # ORR FT Sar) HR 
ft, aeR', _ 则 9 是 关于 SCa， r) 的 反射 X6 BRE PO, 
的 反射 ， 则 $ 是 关于 PCa ,ty MEAM. GE zeR'g =p) N 
由 (3.1.1) 和 (3.1.2) 推出 

P (1,,75,2.,0 = Yas Ya 0) = GCA) 
7 (3.3.1) 
Ax Bb BEL ORO EAR SE i Me Ha ARATRI EA Re! 
fug'xm'[tt, (G.3.D 也 可 写成 
ó (2,0) = ($G2,0) 

B. SEFE z. 008") RUE A libe 0, Bee, 
-OSBUR GRE; 这 些 事 实 可 直接 从 (3.1.1) 和 (3.1.2) HE 
出 。 

因 作用 在 R" 上 的 每 个 Mobius 变 换 $ 是 有 限 个 反射 
nt 含 , 比 如 4 = 6o 6s ILE IP Fe dE — I Mobius 9 = 


$m, ‘EACH TE ANE IE G.3. DHELPRA RY, 
Km 


H''!- {ay ps Baa) Za > 0} 
保持 不 变 。 
事实 上 ， 至 多 可 存在 一 个 扩张 ， 因 车 ,和 %, 是 两 个 这 样 
的 扩张 ， 则 -使 平面 z,41 = 0 的 每 一 点 都 保持 不 变 ， 并 
使 H"+! 保 持 不 变 ， 故 由 定理 3.2.4 知 = Ys。 
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定义 5.3.1 GM e" ) 中 的 g 的 Poincare 扩 张 是 上 述 所 确 
定 的 GM RUD 中 的 变换 ó. 

显然 ， 若 $ 和 y 都 属于 GMUM(R") ， 比 如 设 $ - 0,6. 
P= ot， 则 9 的 Poincare 扩 张 为 

OPT = (imb dem )DT 
d md in. 
=$% . 

故 映射 $1->$ 是 GM (RO SI GM R^ D 的 一 个 内 射 A 
这 一 点 是 平凡 的 ， 但 却 是 重要 的 。 

我 们 现在 集中 研究 Poincare 扩 张 在 H"*! 中 的 作用 。 首 
4e, HORKER WSC or) KRG oer". 则 由 (3.1.5) 
得 到 


démo - $ Gl. 2 r? 
ly-z 


ja—a|-ly-a| 


比 时 ， 以 (903; 表示 9 GO. 的 第 ;个 分 量 。 因 


ó(z) =a *r!(x—a)* 
RA 
. Có (a) 3 341 =O + TIE th (3.3.2) 
la -a |? 
这 表明 值 
jr E (3.3.3) 
是 关于 内 的 不 变量 。 


关于 平面 P(a,t) lacR") 的 反射 了 是 一 个 欧 氏 等 距 映 
射 ， 且 
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L$ (2)3.4, EI PETI 
因而 (3.3.3) 电 是 这 一 反射 下 的 不 变量 。 我 们 断定 (3.3.3) 
是 所 有 Poincarée 扩 张 下 的 不 变量 。 这 种 不 变性 的 一 个 直接 


ERÈ: GMR 中 的 任 一 $ 的 Poincare 扩 张 是 赋予 Rie- 
manzn 度 量 p 的 空间 HH**! 的 一 个 等 距 上 映射 ， 度量 pr PRA 
ds= _jaz| 
Tati 
这 是 双 曲 室 间 的 第 一 个 模型 ，p 是 H"*' 中 的 双 曲 度 量 。 
空间 CH") p) 的 这 一 美妙 的 双 曲 几何 结构 作为 研究 G.M 
(R^) 的 任 一 子 群 G 的 工具 是 十 分 有 效 的 ， 因 为 我 们 可 以 
作出 G 中 每 个 $ 和 的 Poincarée 扩 张 因而 可 把 G 作 为 H"* 的 一 个 
等 距 映 射 子 群 来 研究 。 
在 第 七 章 中 我 们 将 更 仔细 地 研究 平面 H* 上 的 双 曲 几何 ， 
其 中 的 一 些 结 果 〔〈 及 证 明 ) 可 以 毫 无 困难 地 推广 到 五"… 中 
去 。 一 个 这 样 的 结果 是 : FtS Sens Y= tens, Mi 


pap = | log. | 


cosh p(z,y) =1+- le (3.3.4) 


Bi (3.3.4》 的 两 端 是 关于 所 有 $ 的 不 变量 ， 从 而 看 出 它 对 
H**! 中 所 有 的 zx 和 y 也 当然 成 立 。 

Fab RENH PÒ Gi, c. yD 和 双 曲 半 径 7 的 
DAE EI 
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{xeH**), p(a,y) =r} 
正 是 一 个 欧 氏 球面 
(z,—9,)? t (En Yn)? + (Onn) — ¥n4,008h r)? 
= (Js sinh v)? (3.3.5) 
顺便 提 一 下 ， 给 定 了 "*!' 的 两 个 不 同 的 点 ， 存 在 唯一 芍 一 
条 连接 这 两 点 的 基线 y， 它 使 积分 


| (dal. 
y Zarı 


SBR, OPRAH EET, HERB A 
线 都 是 S RE KRKE ER (d Ho AKRE BRR, 
习题 3.3 
1， 求 证 ， 若 z 和 y AFH, Hd 


. pa l iz - yl? 
ih? L- = 244 BENE 
sinh 2 plz»y) Ats igna 


2, RU: Haew**', W 
cosh p(a»|zlesai1) = -——— 
并 作出 几何 解释 。 
23. BES AEA Ey Ay ALMA Bt Ar A CR SES T OC RR I e 
以 3 表示 8 RF Bion, = 0 的 反 演 点 。 求 证 ; 


S= {2 Lr = tanh( An) 
Iz -yi ? 


4. BOE 6e GM CRT) PRIER U RERE. WENSE 
GM Gt *) HEP OY Poincaré tke 
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§ 3.4 单位 球 的 自 映射 


如 已 所 见 ，GM( R*》 的 元 素 可 视 为 HH**! 的 双 曲 等 
距 上 映射 ， 因 而 显然 可 作 变 换 由 之 得 出 别 的 双 曲 空间 模型 。 我 
(EH PAR B**!， 从 而 得 到 GMCORS 的 另 一 种 
( 同 构 ) 映 象 ， 其 每 个 元 素 使 B"*! 保 持 不 变 。 这 一 新 模型 更 具 
有 对 称 性 ，%“ 点 不 亚 起 着 特殊 的 作用 。 

设 $, 是 关于 8 e.V 的 反射 ， 即 


2x76.) 


(zr) =e + 
do a+] Ir-e...1? 


yy SreR ha 
~ oL 20%, tte Bay — 1) 
dex) = 6.4, + 1+ [x]? 
_ ( 2x, a, 28 lel? 1 
‘T+ dz] 7 qv Jel?’ T+ Jel? 


而 这 正 是 $3.1 中 已 讨论 过 的 从 RAR H 的 Sa 的 球 极 平 
TH At Bor Wo Ke 
BR PE SE TET Re UL c S8 AFSC B.S ES 2E FR RI 
AK 3.1.3) 的 一 个 简单 的 证 明 。 老 zeR*， 则 
Z —e. al?215 lal? 
连同 (3.1.5) 式 可 得 E 
dz) = mx) (yol 
= Id. Cx) — do Cu) 
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= 2i yl - 
(1+ jel * (1+ [yl 2 7? 
现在 回 到 上 述 所 定义 的 反射 p,。 车 e RIU, Mil 


2 = | 4 m ACn p CO Cea J) 
Midi l+ lz-e.,]|* + Ir-e.4]l* 
=14 4n (3.4.1) 


T- ep]? 

ZRH EFENA, CAB 
A0 = Pa, Z 是 关于 平面 Tar, =0 的 反射 。 ni ó 把 平面 

Tari OBRAS, JA OME RB , py (3.1.5) RB 
lim I$ Cz) - Gol - lim Bolo (2)) -po | 


yx Iz -yl yr l ly — xl 


- lim . [$e -dolocy))| 
yz le (zx) -o (gy)! 


© Tey ey] 
在 (3.4.1) 式 中 将 z 改 作 r (z) ， 即 得 
1- lóé(z)] *-1- |do (o (2))|? 


zou Ax. LÁ 
|o (x) Teat | M 


KA 
lim 19? -4G)| _ 1- [ot]? 
yz ly — «| 2T.4. 
KS 1. 651, 这 便 是 由 厂 "*! 的 度量 p 导 出 B" + 的 度量 
ds= 21dz| 
1- [zl? 


GALA" ERRER P29 ->pY9$-! 而 变 成 B*! 上 依 此 度 
量 的 等 距 映 射 ,这 表明 作 059 GM CR" '') 的 子 群 的 GM (R"*)， 
与 GM(R"*!) 内 使 B"*! 保 持 不 变 的 元 素 组 成 的 子 群 共 圈 。 

现在 我 们 来 研究 使 单位 球 保持 不 变 的 M6bius 变 换 。 由 
于 没有 必要 再 在 玉 …: 中 研究 这 类 变换 ， 故 可 改 成 在 RUBEF 
究 这 类 变换 ， 于 是 ， 我 们 的 研究 对 象 是 GM(R*) 中 满足 
$(B*) = Bh Co. 

在 作 进一步 讨论 之 前 ,顺便 提 一 下 ,对 有 "也 可 导出 一 个 
与 (3.3.4) 式 类 似 的 公式 〈 见 第 七 章 ) o EXE, RORE 
判明 是 否 有 


p(0,r)-log ( 1t z- ) 

详细 的 讨论 留 给 读者 去 作 。 

定理 5.4.1 设 $ 是 Mobius 变换 ， MESO 20,0(B*) 
-B* 则 $r) = 2A, 4 是 某 个 正 交 和 矩阵 。 

[证 ] 由 定理 3.2.5，c 也 是 $ 的 不 动 点 ， 且 如 定理 3,2,， 
所 证 ，$% 是 一 个 欧 几 里 德 相似 变换 。 因 4 使 原点 和 “S*-! 保 持 
不 变 ，$% 实 际 上 是 一 个 欧 氏 等 距 变 换 。 因 而 定理 的 结论 可 从 
定理 3.1.4 推 出 。 g 

容易 看 出 ， 当 且 仅 当 t = 0 时 关于 平面 Pla, D 的 反射 
保持 互 ' 不 变 。 或 更 好 地 令 述 成 ， 当 且 仅 当 P(a 与 St 
交 时 ,这 一 反射 保持 好 "不 变 ; 这 样 叙 述 的 结论 对 所 有 的 反射 都 
适用 。 

定理 5.4.2 设 $ 是 关于 (a,7) 的 反射 。 则 下 列 命 顾 等 
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Ci) Sa, r)i S* "3E A8 

GD é(a')20 (与 之 等 价 的 有 %(0) =a) 

CD 

[证 3 md 

$O =a ra” = Clal?-r5a* 

可 知 (与 Cii 等 价 。 由 于 e 和 4e“" 是 关于 3" RRA, Cii) 
显然 列 含 (ii)( 定 理 3.2.5) -。 

最 后 ， 由 (iD 和 (ii 连同 (3.1.5) 式 即 有 

lo(a)| = gz) -9 Ca")! 


So 7t x -a*l 
© |e—-a«l - |a* ^ al 
lal - lz ~-a" 
Iz — a| 
ie 
H — | ) 2 
1- lg(z)12= ES iar (3.4.2) 
这 就 证 明了 Gii o C] 


作为 (3.4.2〉 式 的 另 一 应 用 ， 我 们 注意 到 阁 $ 使 B” 保 
持 不 变 ， 则 
ib (2) — à Cy) |? - lz =y]? 
0- GOTO ~ Cpl?) A= [zl a= ly 
(3.4.3) 
此 式 可 有 从 (3.1.5) 和 2.4.2 直接 推出 。 顺 便 指 出 ， 当 9 
是 关于 平面 PCa,0) WRAP 〈3.4.3) 式 仍 成 立 ,， 因 而 对 
FTA EB" REE EW Mobius E OMI. 
(3.4.3) 式 所 表达 的 不 变性 还 推出 
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lói)-$G) _ 1- Ib) |? 
1- [a]? 


lim 

"Ne ly -x 
这 再 一 次 证 明了 B' 中 双 曲 度量 的 不 变性 。 

在 二 维 空 间 ,z 的 复 共 罗 z 是 一 个 很 有 用 的 概念 , 按 我 们 的 
记号 可 表示 成 
1 
z | 
熟悉 的 表达 式 11- zw| 〈z 和 ~w 是 复数 ) 满足 
j1- zw] = fz] [z* -wl 

这 启示 我 们 引入 定义 


Cu,vJ- lz -v] — Qi, eR") 


z*- 


注意 到 
[zy 2]2= jul? |o] *-2(v,v) * 1 
= [uo]? + (jal 3- Del- D 
(3.4.4) 
x x 8] 
Cu, v) =Cv, u) 


EZA (3.4.4) 还 表明 ， 著 la >1, 则 当 且 仅 当 |z| =1 


时 有 
lz -a*| - 
ra] =1 
故 有 
st = [aem Boel =1 } 
亦 即 它 是 复 平面 上 单位 圆周 方程 
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27 | 
| 1- zw 
的 x 维 形式 。 o 
最 后 ， 由 3.4.0 KR (3.4.3) 式 所 表达 的 不 变性 得 
到 如 下 的 不 变性 质 


| 69600,0002. ë åăě Cz,32*5 
a- ié6)5-léGo a- labo fal?) 
(3.4:8) 
习题 3.4 
1, 证 明 对 于 五 * 中 的 > 有 
_ pile 
p(0.xr) = log Tos) 
IPE AG RI y RF BW 


iz - yl? 


; ido = PIE 
sinh 2 pG»g) = a-isi5a-isyin 


(应 用 (3.4.3) 式 )。 
2, 设 $ 和 * 分 别 是 关于 球面 Sla, r) 和 SO Di 反 射 。 * 十: 
当 且 仅 当 #(b) = #g(c) 时 两 球面 正 交 。 
3。 试 应 用 题 1 和 是 2 证明， 若 S(e, r) FSO, DER, IRRE 
T SG 7) 的 反射 ， 则 


sinh p00, $c» = t 
并 且 对 所 有 的 x 有 


[$Cz) - al*lz-al = - 4 
sinh’ -> P60» $(0)) 
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$ 3.5 Ma5bius 变 换 的 一 般 形 式 


我 们 证 骨 M65iws 变 换 具有 如 下 的 特征 性 质 。 — 
定理 3.5.1 OR Mabius¥ Kh. 
ci) 者 "Te )= B B1 
g(z)=o(z)4 . 
共 中 是 关 于 基 个 与 8"' 正 交 的 球面 的 反射 ，4 是 一 个 正 交 
和 矩阵。 
《iD ble) =e, Il 
$(2) -r(rA) Ero 
其 中 "之 0， zR', 4 是 正 交 矩阵。 
(— GiD REO Ao, WEP, to A 和 反射 0 
有 
(a) =r(o(z))A+zo 
iE: 0 (7z) 4 表示 先后 4 MAME AME h 我 们 
所 用 的 是 行 向 量 。 | 
[证 ] BOMB REDE, trokk 关于 球面 SCa,7) 
的 反射 ， 此 处 a=$-:(w) , lal? De r^s 由 定理 3.4.2， 
o (Ampo) 使 号 "保持 不 变 。 经 计算 有 0 (0) = 0° dk 
ple (05 =¢(a") =0 
(N648 E USE X, RRA s 于 是 有 bor) - 24, d 
0 (z) RÆ C) 。 
若是 $ 的 不 动 点 ， 则 对 一 个 适当 的 
$:z|-(r—z)/r 
映射 $$ 使 w= MB REDE, Mom I RREARAE. da E 
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te re i Nonna a eae a AS O e 


理 3.4.1 即 可 推出 GD 。 最 后， 应 用 Gi) Feo wy He ih 
Gil) , ofc om Ad (0) 的 一 个 适当 的 反射 。 C] 
HEM GID 引出 等 距 球 i Wu HS. BPM) X, 

uU 

ó(z)-r(UGr)À-z, 
其 中 o 是 关于 某 个 球面 S(a.0 d JE 64, BH (必定 ) dig 
pe) d (3.1.5) RA 

i$) =A] =r lola) - 7 QD] 


ré? [x -yl 
|lz-a|-|g-a| 


因此 -是 由 方程 inco = tutae irr 确定 的 球 而 上 的 一 
TEER, BRE SRE 
lim [$C —6G)l 


ya ly - al 
按照 :位 于 S Ca, 500 A, Pe FSC, to LAE Sa, ti) 5p 
而 分 别 大 于 1， 等 于 1 和 小 于 1。 焉 由 Fit, RIRS (a,tDA 
# 的 等 中 球面。 
注意 到 ， 若 以 0 表示 关于 上 的 等 距 球 面 的 反射 ， 则 ga 使 
% 保 持 不 变 并 卫 是 这 个 等 距 球 面 上 的 欧 氏 竺 距 上 映射。 这 推出 
定理 3.5,1《ii) 中 的 表达 式 必 取 如 下 形式 
O0(#) =zAtz. 
故 一 般 地 有 
f(a) = po (x) 
-其 中 go 是 关于 等 距 款 面 的 反射 ， % 是 一 个 欧 天 等 距 映 射 。 
在 $ 使 B" 不 变 的 特殊 情形 中 ， 定 理 3.5.1 (i) Hk 
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射 0 必 是 关于 $ 的 等 距 球面 的 反射 ， 因 为 和 4 都 是 该 球面 上 
的 欧 氏 等 距 映 射 。 故 可 推断 出 ;在 此 情形 下 ， 等 距 球 面 与 
S' a4ERNS 


习题 3.5 


TRUE: POA BARD, Mo SERERE REY 
H 7 1 ` 
sinh p{0,$ (02) 


2, RIE: 若 卫 是 $ 的 等 距 球 面 ， 则 (2) 是 8"! 的 等 距 球面 。 


(8.8.6. 偏差 定理 


现在 证 MRT Modine BE MG HTT MER REER 
定理 5.6.1 o 是 作用 在 Rib Möbius, pi 
+ 中 的 双 曲 度量 。 则 


dix, y) 
NE 

注 ， 这 表明 4$ ER LIF MIG Lipschitz 条 

件 ， 且 知 最 好 的 Lipschitz 常 数 可 通过 作用 在 双 曲 空间 
(GI, p) 上 的 $ 来 表达 。 

下 一 个 结果 表明 ， 若 一 族 用 sbius 变 换 在 区 域 D 内 不 取 
两 个 值 E 和 7， 则 这 一 族 变 换 在 D 的 紧 子 集 上 等 度 连续 ， 这 就 
使 我 们 能 够 建立 一 些 相应 的 理论 ， 例 如 关于 GM(RR') 的 正 
规 族 理论 。 

定理 5.6.2 设 D 是 R" 的 一 个 子 区 域 ,8 和 7 是 RR" 内 不 同 


=CNDP(@.4, e. +) 
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HTD. EC M CRT 中 的 % 在 了 内 不 取 # 和 9， 则 对 DAP 
dx d < Loss 8dG n cs 
dE Mdl, D) * diy ðD © 
常数 8 是 最 佳 的 。 
5 定理 3.6 ,1 的 证 明 ] 经 基于 zx。+1 =0 的 反射 ， 应 用 球 极 
HR, BORER ODS, 需要 证 明 的 是 
sup tz S»... -exppQ0, (0) 
z,yeS" jz 一 外 
由 定理 3.5.1 (i) ,在 $ 映 射 下 的 欧 针 偏差 与 在 Pp 的 等 
距 球 面 的 反射 ?映射 下 的 偏差 相同 。 在 S "上 最 接近 等 距 款 
TGS (a, r) 的 球 心 的 那个 点 处 偏差 最 大 《作为 一 个 极限 
ie . FH, ATS Ca, r) 与 8" 正 交 ( 见 $3.5)， 
从 (3.1.5) 式 得 到 


lg(z) -由 (01 P 7 
mae o dH Cal - D: 
lal * 1 
lal -1 
而 
= ae Gove) - 1 . 
lal 一 ló 1( d ROT 
故 上 确 界 为 


1+ 0O] = ex -1 
TO exp p(0,67'(0)) 
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& exp p(d(0),0) m 
[定理 4. 6.2 的 证 明 ] ” 设 z 和 y 是 D 内 不 同 的 点 ,4 和 
是 了 之 外 网 不 同 点 。 由 定理 3.2.7， 交 比 的 乘积 ， 
Casa, Y, PI- Cr, B, y, 0) 
在 $ 的 映射 下 不 变 。 于 是 有 


pr $y) ]< (ir d (a, f) 2 
a O day) "dida, dfn. 


16 
* ( d(z,a)d(z, d Gy, ata) 


ES e : irem J MN i.p ) : 


* ada TG + ) 


64 Loc 
< d ($a, pp) ila, 0D)d(y, 0D) 
取 a-é(), PAO) ， 即 推出 所 要 证 明 的 不 等 
式 。 
为 证 明 常 数 8 不 能 再 改善 ， 考 虑 作用 在 C 上 的 %(z) = z+ 
2m 和 D=C- (o -m} o 显然 $ 在 D 内 不 取 % 和 mn， 并 且 当 
z= 一 2m 有 l 


lim _d(pz,dy) o 8 o 
yr dép ~ dm dad +e) H 


作为 定理 3.6,2 的 一 个 应 用 ， 我 们 简略 地 讨论 一 下 正规 
族 的 概念 。 从 一 个 度量 空间 (了 ,由 到 另 一 度量 空间 (X , 0^) 
的 函数 族 . 在 工 上 等 度 连续 当 且 仅 当 对 每 个 正 数 < 存 在 正 数 
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6 使 得 对 对 中 的 所 有 z Myk SPAS, AB dcr, y) 
<6, thy 4 (fa, fce, SEERA 数 族 中 每 个 函数 
TtX bk— BE, MOREE RA 了 的 也 是 关于 点 对 
(x, y) Hy. 

We F PATE X HIER, Zn F PEP HEU Fs, 
… 都 存在 子 列 在 并 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 收 人 得。 有 一 个 联系 
ak Me ESE iy 2s Bn UEBER DS ERR CArzela-Ascoli 定 
理 》。 对 此 ， 按 照 本 书 的 主要 兴趣 ， 我 们 只 导出 如 下 特殊 情 
形 下 的 结果 。 . 

命题 3.6.35 (RD) BA Erf Mobius EL I E E 


[证 ] 我 们 只 叙述 证 明 的 大 意 ， 有 兴趣 的 读者 在 参考 文 
献 中 可 找到 A4rzela- Ascoli 定理 的 证 明 。 求 得 一 序列 rz,，za， 
ve LEZ TEDA PAR. BHF ANGLE XI, $a very (A 
R^ 是 紧 的 ) 可 选 到 子 列 在 xz! 收敛 ， 然 后 选取 这 个 子 XU 的 子 
列 使 之 在 zt: 收 化 ， 如 此 继续 作 下 去 。 通 过 适当 选取 $. 的 子 序 
列 ， 可 得 到 一 个 子 列 使 得 它 是 前 述 所 选取 的 每 一 子 序列 的 子 
列 ; 因而 我 们 构造 了 一 个 子 列 在 每 点 *; 收 敛 。 

节 定 D 的 任 一 紧 子 集 政 及 任 一 正 数 e。 可 用 有 限 个 (依照 
IERD 半径 为 6 的 开 球 盖 住 玉 〈5 是 按 等 度 连 续 定 义 对 应 
于 的 正 数 ) 。 在 每 个 开 球 中 选取 一 点 zj 不 妨 设 所 选 定 的 
PLATZ, Ga. Vin BYBAE WHER SAC y, v, «9, 
因而 有 


dG 9 ny) SCAB YI BT) +t aT; d.a) 
+d (but isbn) 


<28 + Alhaj nTa) 
车 n,m 宇 n,。， 则 最 后 一 项 对 所 有 的 x1,…,7, 至 大 为 e; MEK 
d(¢.y, $.y) «3e. 口 
现在 可 将 定理 3.6.2 和 命题 3.6.3 结 合 起 来 ， 
定理 3.6.4 EDE RHF ER, 是 一 个 MM0Divs 变 折 
Ke BRHF hE d. 均 存在 及 "中 的 两 个 点 04，B 为， 
在 了 中 不 取 的 值 ， 并 是 m 


e è è è à 


inf d(a,,B,)20 


则 -在 P 内 正规 。 
E MRA AM HSI 
inf Có (* - D) hy RHI DOS 
[证 ] " ag, N= ee 6.2, BDAY HE H 7 


在 D 的 每 个 紧 子 集 上 等 讼 连续 事实 上 ， 它 们 满足 一 个 一 致 


和 的 Lipschitz 条 件 》。 C] 
定理 了 8. 5 Ws Pas dE Mobius BR, 并 假定 对 三 


- > è © © 


© e ws o > 


cp 8 Mis do B8 TAE R maT 
一 个 M6bius 变 换 。 

ChE J AIHA, (这 显然 不 影响 最 终结 果 》， 
可 假定 对 每 个 mm ?了 GSP 有 


| KEREP YY >0 


这 推出 族 CÓ, $z» … } EE SERT - {z x; } 内 正 
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规 〈 定 理 3.6.4), 因 而 在 及 "内 正规 。 由 定理 3.2.7 WE 
明 ) Wht, FEO MO FALE 六 "中 一 致 收 仇 于 某 个 g， 6 
—A- Möbius $ tp, , 


习题 3.6 


1, TRIER. SAMY 
SuP Plessis ge) 天 十 oo 
oer 


H, MG bius EBIKFIE R* AER Bhen = (Oy oy, 0, DE 
HH 中 的 点 。 

2. Rik: ERY MO bius IER 的 一 个 开 于 集 D 上 相等 ， 
NÆR ‘LAR BM O bius Knp. ER MATETE 
ee Tr, MERE- -AKATI 


inre 022 


可 以 有 种 种 方式 赋予 GM(R* ) DURI o 其 中 
最 简单 的 构造 是 ， 注 意 到 GM (R") T o RRS WR 
RABE, He 
D, 9) = Sup ldap): aR. E 
AE GMR’ ) 上 的 一 个 度量 ( 式 中 的 d 是 R’ E8538 3k Xa. 
WA, MB NO. TE "Rt EBM FT M SKIL HE E 收敛 
T. 
定理 3.7.1 OM(R" 有 了 人世 汪 加 
Adae B 
[证 ] ”由 定理 3.6.1 知 对 GM(R"〉 中 的 每 个 $ 均 存在 
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TER RCO) ， 使 得 对 一 切 z 和 2# 有 

d gz, dan «e (2d Gc, y) 
显然 ， HEG. 多 :和 多 还 有 

Dd, $, d2¥%) =D, s$) 
所 以 有 
Dip p PDD SY, " " DG. P. p 办) 
«D (hsh) *c($,) DO, 9.) 

这 表明 复合 映射 (0, y) 1-09 在 ($1, $1) 连续 ,类 似 地 ,由 


| PONE DD 7 
i Qe s SE D DEP» $ 
mcr nsin 


同一 拓扑 也 可 用 以 下 的 不 sexe x. ‘om 
GM SET 4E B 保持 不 变 的 Mobius 变换 全 体 所 
Bio T-REO MCB 9,3 G M- CR*) 中 的 对 应 GM (Bet!) 中 
Hoo M Chee REO A 

"o DG -Sup tld. r- y, al :268*) 

因而 我 们 可 用 在 后 SERIDER FH GMBH) 代替 
CHM( RD) ， 这 个 度量 是 在 欧 氏 意义 下 S" Eas sux ge Hr 
E FELRE RA GM (eR CHMCB ie) A $ FB mk 
Sts 
”对 于 B+*! 中 每 个 非 零 的 4， 设 0; 是 关于 以 a 为 中 心 且 E 
FS HRAM Rs Mo MB RHA Hoa) = 0。 
BUT BSR (rz，a) = 0 的 反射 。 然 后 定义 卫 , 为 复合 映 
射 ".0,.， 则 可 得 到 B"*! 的 一 个 等 距 映 射 7。， 它 使 过 a 点 的 欧 
成 直径 梨 持 不 变 且 T,(9) = 0。 我 们 称 如 此 构造 成 的 等 距 映 
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MT ABs Ba= 0 时 ， 定 义 了 .为 恒 等 映射 。 
引 理 3.7.2 G) OMB) 到 BABA $ i>e (0) 
连续 ， (D 了 到 六 平移 集 的 映射 eT EDA e 
CE] AWH G), ADOS Doce B' 的 
FARRELL ; HEE RRR BA RS — ER LC 0. (La) 
( 正 交 于 5S*) , ABIL ARBAB 多 为 e。 还 可 
推出 以 二; 为 轴 且 横 截 圆 半径 为 e 的 欧 氏 圆柱 C 包含 和 (DD, 
于 是 
6 (0) = 1d. Q2) 


cne; 


= (xeB'*! i [rx] <e} 
LRE ,在 3S* 上 一 致 收 BTL, H6. (0) — 0; 事实 FE。 
jp. (0)] <D iQas D 

ito. >o C(RGM(B**)fn Bet! dE BE "m" 故 只 
HEITI SHEET) . dE HL 3.7.18 b 70,1, tk 
有 由 -上述 证 明 结 果 有 9 716, (000 — 0, prie. (0) + (0). 这 就 证 
WY Gs. 

ZguE BH Gi) ,首先 注意 到 T. TUX "5 CE BIO, 7. D, 
由 (i》， 复 合 映 射 

T, (Tag) 
即 了 。! 一 4 连续 。 

剩 下 的 问题 是 要 证 明 映 射 a !->7, 连续 。 显 然 ， 当 ba 
于， 也 ,在 S* 上 一 致 收敛 于 T。。 我 们 有 关于 $。 和 7。 的 显 式 表 
mM, ESE ABH Bs PS. OF 

ME. 5.18, GMB?) WERTH $ BAM 
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O(a) = (Tez)4 
Hrpa=¢°' 0) ，4 是 正 交 矩阵 《4 作用 在 r。 之 后， © 
置 于 右边 只 是 由 于 所 采用 的 是 行 向 量 ) 。 由 此 ，$ 还 可 唯 一 
地 表示 成 

| plax) = (T2) A, 

其 中 4，( 即 Y。 再 复合 上 4) AbAIE—PGESRÓBEES iX BB n 
方式 建立 了 CH(CB+D 和 O(nt+1) xDBs+l 之 间 的 一 个 自然 的 
汉 射 对 应 | 

d i (Aga) ,a 2 $71 0) 

然而 正 交 和 矩阵 群 C(a+ D 本 身 是 一 个 度量 空 间 。 首 先 
在 在 自然 的 度量 
Ka, 3) - OG. pl (2 (a, ; -6,,0*) 


其 次 还 存在 把 O(z+1) 视 为 GM(B**!) 的 子 集 所 诱导 的 
度量 D, 事 实 上 ,两 种 度量 确定 的 拓扑 相同 ,因为 若 -4= Ca, 5) 
B=(b,;) ，C= 4-B,，z 属 于 S"， 则 
D(A,B)? = sup [x A —aBl? 
ze 


a . 
= Sup a 6; toe tae, 5)? 
jz] =1 j=1 . 
f n E ^ 
x Sup (D> 22) (Se, ) 
jz] =1 ;=1 i=1 i= 
= |4-B|? 
n n 
=> (3:095) 
is1 j=l 
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ee ME eae ee m m MÀ a e 


t 
= >) jeA-e,B|* 
i=] 


<nD(A, B}? 

ABOC +1) xB 也 就 有 了 一 个 自然 的 乘积 拓 ， hy 3rB 
有 如 下 结果 。 

定理 3.7.3 MA> 《4，， a) 3G M(B**') BO (n+ D 

[证 ] ”本 定理 的 证 明 可 通过 反复 应 用 定理 3.7.1 和 引 A 

.7.2 作 出 。 首 先 ，a I 一 7 ,是 连续 的 ， 因 而 映射 《A%, :0) 

1 一 《Ag， 了 7 了.) 也 连续 。 而 (4,,7,) 到 两 者 的 复合 ( 即 办 的 
映射 是 连续 的 ， 故 (4;,，4) dh ES. 

Ei, i>a (997000 iE, aT., TaT, 
都 连续 ， 故 9$ T. ER. AMS Cra 9 

$1, T. 1)-9T, E A, 

连续 ， 所 以 $ (4 0) 连续 。 o 

注 ， 定 理 3.7.3 显 然 意 味 着 CM(B*"+D 上 通过 双 射 对 
应 从 O(n +1) x B"*! 诱 导出 来 的 拓 提 与 由 度量 D 所 诱导 的 据 
SMB. GM (CR) MGM (B*"") Wy SER RE ob A Rai, d 
GM (R") Lh RDA BERIT HMA. 

2b rxibiniti dmg = A aa FP E y 
式 ， 我 们 需要 另 一 双 曲 空间 模型 。 

定义 5.7.4 以 Q 表 示 如 下 定义 的 双 曲 面 模型 

Q^ {Coty sta) ER" :g(a, ers) 

g(z,y) = Loo — (xy, t t t+ ta ys) 
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注意 到 @ 是 两 叶 双 曲面 的 一 吐 ， 且 车 ze@ 则 
zi =1+ (z? toe tet) 

HEKER lo 

Hikv= Oa. e, YO 是 8 上 任 一 光滑 曲线 ， 于 是 对 
RAMA 0C 
yo(D? S y, CO? b b y Ct)? +1 
求 导 得 ` A B . . 
Ys) vot) = Va (DY i0) + y CE) Y CE) 
IHY, 0) =1, 改 更 简单 地 可 和 写成 9(yY,7) 20) 。 由 此 ， 
还 可 推出 


Co "EM A ， . 
qO, y)= (Beast ) =(P tee + Ya?) 
«Gi )xYD/9i - G5 » 
= 一 (9 
<0 


AHS PRM BME =1, 2, om, RAe BRT 7 = 
CE ye GRIT Ay = 0 fO UO EXRPEBCR ERR 立 。 


FE BA HE AE REGE R ROS UR AU 
E dat sdy? + e dz, dr . (3.7.1) 


HR ERE E, QW A AOE S RR AER MA i 
的 曲线 时 积分 


de 10,323 3 dé 


的 下 确 界 。 伴 随 的 度量 拓扑 是 Q 上 的 欧 氏 拓扑 。 RIA 
将 具有 此 旗 有 的 4 同 具 有 度量 
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1 d n 
dor = gdl, (3.7.2) 


的 B" 作 一 比较 。 
定理 3.7.5 映射 


Tae Ze) 


ltzo^ ”1+zo 


Fi (aos Zis yaa) 1 一 > ( 


是 具有 度量 (3.7 .1) 的 8 到 具有 度量 (3.7. 2) 的 B" 的 一 个 等 距 


.- > è è e_o e e e è ëe) > y s ò è 


[证 ] 为 了 简便 ， 按 通常 的 方式 以 和 y 表 示 向 量 , 且 记 


= LE eee En 


当 ze@ 时 ， 计 算 表 明 


lyl? = (3.7.3) 
OS ly] <1, BImFiBQRRASB',. 
直接 计算 知 


-ie eos 一 革 - 1+ yl? 28h see, 29e _ * 
Pht (1f qf is) 


(3.7.4) 
EFRR, BF OBB ALS Mt M. 
为 验证 是 等 距 映 射 ， 我 们 注意 到 有 


dz, EPLET 
Ita, G+a)? 


应 用 此 式 及 (3.7.3), Mae 
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Ady ie + dy) 
d - ly 5* 


QNA dz r,dz t 
tant S (ats rides 
i si Muss (1+ 2) 


= Sasi dzi > z3 — 262). des) day 


(1+ a0)? f T+ 25 
= 2 ro—1 2 _dzod (x» ~ 1) 
-2 deye (nian 1+ to 
R 
= X dz} - dz; T 


j=l 
由 上 述 定理 可 知 & 的 等 距 映 射 WE GCQo S Bits & VB wk 
IGM BVA HARRA 
GM (B") =F(G(Q))F ! 
我 们 的 目的 是 要 证 明 G (8)( 因 而 GH(B') ) 的 另 一 个 完 全 不 
同 的 特征 性 质 。 
€38:.7.6 ”8 的 等 距 映 射 恰好 是 一 个 (n+ Dx (n+ 1) 


ae 


EME BETKE) AEs) DOM RET E. 
[证 ] ”首先 ， 设 4 是 具有 所 述 性 质 的 任 一 和 矩阵。 由 于 

zo 之 0 保持 不 变 且 当 xeQ@ 时 有 

gq(rA,rA) =g(z,x)=1 
即 知 4 使 保持 不 变 。 再 者 ， 对 于 @ 上 任 一 曲线 yer -yA, 
MD yA, ik LL 

qGOC P) =qsy) 
这 即 天 明 y 和 ?4 的 长 谋 相 等 。 因 此 ， 每 个 这 样 的 4 是 8 BIB 
身 的 一 个 等 距 上 映射 。 
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a ee Minn nl o ——— 


剩 下 的 问题 是 要 证 明 G HCB") 中 的 每 个 $ 具 有 (4) FO! 
的 形式 ，4 是 某 个 如 上 所 说 的 矩阵 。 为 此 ， 我 们 来 直接 计 X 
F(A)P CEB EHO PR Fo XE A=(a,;) , i, j=0, be, 
1 引入 一 些 明 显 的 记号 ， 则 


一 1 


(sy) (Mos Uist sUn) 


00 inte De) 
| P Wy Wagte, Wy) 
因 
(Vogts Vad = (Most sUn) À 
iia 


Vj =UG,; tt + UA, 
应 用 (3.7.4) 式 即 得 
(i 一 ly] ?)v,- (lt iyi ?3)0,; ZIYA; Te 


*t44.0.,) 
因此 
Vj 
wj= 
Itv 
2 G= [gi 0v; 
a- lyla +a- [yl vo 
- Q+ |y| Das t2, 二 
]y|*(4,, D *2nai, te + y.a. 5. (dog +1) 
(3.7.5) 


XX AEBRGEPFOAD)PF RR IA 
d AEn xn EZEBE COUPER WERT , NU 
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它 使 ?保持 不 变 ， 也 保持 条 件 ze>0 不 变 。 在 这 种 情形 下 从 
(3.7.5) 式 可 推出 2 = y4u， 因 此 刀 " 的 每 个 把 原点 变 成 原 
点 的 等 距 上 映射 确 以 FCA4)F-'! 的 形式 出 现 。 

我 们 只 需 证 明 关 于 同 S*-! 正 交 的 球面 S(6,7) WR SER 
AFCA) 了-! 的 形式 。 由 于 正 交 变换 具有 这 种 形式 ， 故 只 
‘BS Eoin Cs, 0, =, 0) ARB. BRE, 更 方 
便 的 是 引入 另 一 正 参 数 i, 满足 


£-2(e(00,0,,0, c(t) = Cosht_ 
, sinh i 
及 
~ sinht 
JR BY Ag TE S6 HE S| * = 14+ n. 


现在 考虑 矩阵 
cosh 2 sinh2i 0 * 0. 
一 Sinh 2t -cosh 24 0 » 0 \ 


P= 0 0 
\ : : I.4 j 
0 0 / 


显然 有 det(P)= -1， 并 且 P 使 二 次 型 1(x,z) 和 半空 间 
zx, 之 0 保持 不 变 。 F CA) F EB ERIEN 1>w 由 (3.7.5) 式 
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给 出 ， 式 中 的 分 母 可 化 简 如 下 
[yl * (a4, ~1) +2 (Yas t" Yaan) t (as t 1) 

=2 |y| *sinh*t -2y,sinh (2€) + 2cosh*t 

=2 |y —$|?sinh? 

z2]|y —- 6| */r? 
FEN =2, een, n, AK (3.7.5) 化 为 

ry 
Pi ly - 51? 

此 外 | 


~ sinh(22( ]|g-9] *«1- |$] *«2(9, 6) 3-29, C2cosh?t- 12 
2 |y — S| ?sinhX 


=oli)+, P o €,- 0) 
ly - S| * 


这 证 明 户 (CP)F 71! 就 是 
yo+7(y ~ 6)° 
TSC ro 的 反射 。 C] 
鉴于 定理 3.7.6， 我 们 简要 考察 一 个 使 二 次 型 9Czyz) 
保持 不 变 的 年 阵 组 成 的 群 OC(1，z) o ZAO, n), Di 
g(r,72) = ql(rA,rA) 
故 
AJA’=J (3.7.6) 
此 处 
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jl 0 = 0\ 

oan 
Joi: ono 

lo 
我 们 推出 det(4)2 = OO s sfr il 式 为 1 的 子 群 是 
SO(1,n) 。 

Hi, RERO (1，z) 中 满足 eoo 盖 0 的 插 阵 4 的 集 也 
是 一 个 子 群 。 以 0+(1，2) 表示 这 一 子 群 ， 且 记 

S0*(1,2) = SOUNO, 2) 
Wn BEA, B, CH bao. > 0, Bogor 0, C - AB, Wi 
Coa = Goobo0 + *** + dou bun 


SAO — [Co bro + so aos. Daol 


Sabro — (labs bal) è Oh + D)? 
由 (3.7.6) 式 ， 得 
(aao — aos **, — Gon) (dos, Ams pon)’ = 1 
因而 有 
a= ater tar, ti 
在 (3.7.6) 中 以 召 代 赤 4， 并 在 两 边 取 转 置 叉 可 得 
bi = bi, tee +b tl 
Flin AC oo 0. 
最 后 ，4 C= (a,;)) BS ut SE (AJ)! (这 是 
因为 ACJ AT) = AJA J = J? € 2) F AA iE R iF 
aoo>>0 得 以 保持 ， 故 0*(1,2) 确 实 是 一 个 群 。 注 意 到 O(1,m) 
的 元 素 4 使 两 叶 双 曲面 4z:， gla, 2271) 保持 不 变 ; Wh 
面 的 分 支 @ 为 4- 不 变量 的 充 要 条 件 是 aoe>0。 
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我 们 已 经 证 明 @ 的 等 距 映 射 怡 好 是 O*(1,z) 的 元 素 , 并 
FALE OtC1,n) H GMCB*) H ROM M AI PCA)F 
To FRE SOU, 2) 恰好 对 应 于 GM(B 中 的 所 有 直接 
共 形 元 素 (由 定理 3.7.6 的 证 明知 ,每 个 反射 对 应 于 行 
ARA- 1 的 所 阵 》 。 现 在 ， 我 们 可 以 通过 把 自然 拓扑 从 
O'G,n) 转移 到 GM(B') 而 诱导 出 GM(B*) 上 的 一 
个 拓扑， 并 且 不 难 HH, OFC, 2) 中 矩阵 的 收 化 性 恰好 
对 应 于 S"-! 上 的 一 致 收敛 性 ， 因此 这 一 拓扑 同 前面 构造 的 
那些 拓扑 结构 一 致 。 回 到 GM (ORO, dk 们 便 已 证 明了 如 下 
的 结果 。 

定理 3.7.7 具有 关于 通 纺 度量 的 一 致 收 化 拓扑 的 


GM CR"), fb. 它 同 构 于 由 短 阵 作成 的 群 0* C, 
n+l) œ 

特别 是 ,如 果 我 们 让 RR 与 扩充 复 平面 A IE, WMR?) 
ER Mobius M 


azt+b 


Z —. 
cz+ad 


， ad ~bc2<0 


的 全 体 ， 它 同 构 于 由 那些 使 一 次 型 zz +r +r -PMR 
ERRER E EREE Lorentzi. 


习题 3.7 


1. RIE: AM Ü bius EROS EB" RERE, MESEN 

EET — BURFI, Bl pm EB mS EBA F (HE 
SR, JEM IOS LER * ES COE MD 

.假定 "= ?以 使 得 定义 3.7.4 中 的 @ 位 于 及 * 中 。 求 证 B8: 中 过 
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DA WERE eS Ze LP 1 ORA SER ot FO 5 Ret ARE Mi 交 
成 的 曲线 。 


§ 3.8 注 id 


新 近 关 于 民 "中 Mibius 变 换 的 论述 可 参看 CO, 
(1013 和 (1102 ;这 方面 的 短篇 论文 可 参看 C3), C333 
和 (1082 o Æ (192 中 给 出 一 个 基于 二 次 型 理论 的 更 加 代 
数 化 的 论述 。 定 理 3.1,5 的 详细 证 明 可 参看 C362 中 的 133 
页 。 

反 积 (33.2) 在 [73]，[21]，[22]，fKll10] 中 作 了 讨论 ; 
它 可 以 从 双 曲 面 模型 的 度量 理论 导出 (参看 1103) 。 


众所周知 ，R" (或 R* 的 一 部 份 ) 中 的 (光滑 ) JOE 
映射 只 能 是 Mobius 变换 ; ”这 一 结论 源 出 于 Liouville 
(1850) ,以 后 又 得 到 大 大 地 推广 (主要 是 在 减少 光滑 程度 的 要 
求 方面 )。 更 进一步 的 结果 可 参看 (105) 的 15 页 和 43 页 以 
及 文中 给 出 的 参考 文献 ， 也 可 参看 C880 。 


4 
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Spy 复 Mobius 变 换 
8 4.1 用 四 元 数 表 示 


本 章 研究 R^ LB Mobius" f X dE RÀ LWT Ko K 
将 玉 : 与 复 平面 C 同 化 ， C 的 代数 结构 使 我 们 能 够 用 代数 的 
FRKA Möbius YH Hik R PAJA (x,y,t) 同化 对 应 
于 四 元 数 | 
x+yi+tj (4.1.1) 
( 见 2.4 节 ) ， 这 使 我 们 能 够 用 四 元 数 代数 来 表 示 Mobius 
变换 的 Poincare 扩 张 。 扩 充 复 平面 C= CU (9) MS R? 
同化 。 考 用 四 元 数 表 达 ， 则 

H:= {z+ij:zeO, t>0} 
ACEAYER ba. 
BEB EHE RUD A FIERA Mobius ® Ms 


g(z) = an (4.1.2) 


其 中 ae，2，c，2 是 给 定 的 复数 ， 满 足 sd - 5c 关 0。 后 一 条 件 

fig (2) 不 退化 为 常数 ， 并 且 c 和 d 不 同时 为 零 。 因 此， 

上 的 代数 保证 了 当 c = 0 时 9 在 C 上 有 定义 ， 当 cs0 时 9 在 C 

-i-4d/c ) LAM. 在 c=0 时 ， 补 充 定义 9g(c) 505 

在 cs0 I, X Wy X gO-d/o)59, g(o)-a/c, 
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RF, ORR CREE S —— EUN. (9-: 也 具有 同样 的 
FER) 。 

这 种 映射 的 任何 有 限 复合 g…9g ,可 经 代数 运算 求 出 ， 作 
为 其 结果 的 映射 9 仍 具 有 同样 的 形式 。 不 过 应 当 指 出 的 是 ， 
代数 运算 只 能 在 某 个 有 限 集 的 余 集 上 进行 ， 因 而 9 = 9 
9 ,只 是 在 C -如 上 成 立 。 但 形 如 《4.1.2) 的 每 个 映射 经 前 
面 所 述 的 开拓 之 后 便 成 为 C 到 自身 的 连续 映射 《此 处 的 if 
续 性 是 就 通 张 度量 而 言 的 ，， 改 由 连续 性 ， 等 式 9 = gee 
CCLURE. BEM GUADIEM 表明 mda. 
1.2) 的 映射 类 .2# 在 通常 的 函数 复合 意义 下 是 一 个 群 。 要 证 明 
Mc MLR*)， 即 为 C 到 自身 的 保 向 M6Dbius 变 换 类 。 

在 二 维 的 情形 中 ， 反 射 《3.1.1) 和 (3.1.2) 都 具有 如 
下 形式 | 


az b 
zl ez i , ad -bex0 


两 个 这 种 映射 的 复合 属于 .4 《同样 可 先 用 代数 再 借助 连续 性 


证 明之 ) , KM (RI) CM. 
HUMgBCP, Bp (4.1.2 RAM. dic-0, Mg 是 
平移 GEa-dO 或 再 加 上 旋转 和 伸缩 ， 即 对 某 个 有 


g(z)=a+t g G-a 


而 在 每 种 情形 中 ,9 都 是 偶数 个 反射 的 复合 , 故 属 于 (ROO, 
车 c 半 0，9 的 等 距 厨 周 ( 见 3.5 节 ) 为 
Q,= {zeC: lez+d| = [ad -bel 7} 
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其 重要 性 基于 如 下 事实 : 苦 z 和 zw 属于 @ ,， 则 


(ad — be)(z—-w) | = iz 
(cz - d) (con -- d) 


关于 8 ,的 反射 9 有 这 一 性 质 ， 从 而 p= go 也 具有 这 一 性 质 。 


lg C = g Q0] = 


(z+ £) 
ols) = - d 4 lad — bc| e$. 
lel |z + LE 
C 
故 
f(z) = 9 (0 (2z)) 
a0(z) +b 
co(z)+d 


_ arco(z) +d) 一 Cad 一 be). 


e(co (z +D 
= .(ezad).À (4.1.3) 
C c |u] 


其 中 4 =ad 一 bc。 由 于 任何 映射 

Zzi-0z +£, [al 51 
是 奇数 个 反射 的 复合 ， 故 又 有 gceM ORO ， 这 就 证 明了 
M = MCR*) 。 

A HEEH IBS wi BRD AMR) 。 有 许多 论 证 ， 
严格 说 来 ， 在 进行 代数 运算 之 后 还 需 借助 于 连续 性 方 能 完 
成 ， 对 此 我 们 以 后 不 再 提 及 。 下 一 个 结果 是 热 知 的 。 

EI TA LRL 是 Ch 三 个 不 同 的 点 ， wi, 


eo. 97 è è © v 


e e 2 e č è s o 5 5 — — ç y 5€? > > y o o 
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变换 把 z， Za, Z 357 BI AE Ae, Wey Wyo 


现在 推导 (4.1.2) 中 9 的 四 元 数 表 示 式 。 四 元 数 
(4.1.1) 可 表 为 z+ 林 ， 其 中 z= Xt+tiy， 而 9 的 Poincarée 扩 " 
张 为 . 

(az+b)lez+d) +act2+ lad — bc{ tj - 
ga ttp = lez * dl? + |e] sé 


(4.1.4 


当 ! = 0 时 显然 与 (4.1.2) 同 。 我 们 仅 对 c 六 0 的 情形 验证 
(4.1.4) Ks c=0 的 情形 较为 容易 ， 就 不 再 证 明 。 
ofyPoincareP IRE R^ 中 与 9, 有 相同 的 中 心 和 半径 
的 球面 的 反射 ， 故 0 在 R: 中 的 作用 为 
d 
d , lad-bc| Ft € ce +t) 


O(z2+tj) =~ + 
| 2 
e eo qu ug 
c 


-z4 , da (ez+d+ctj 
cv 


c 
其 中 u-ad-bc, v= |ez+d]|?+ [c] 222 
为 了 方便 可 写成 
o(z+t)) = z+tj 
于 是 
ez, de P Cente, PELLEM 
v v 


gligPoincareg 3k al homo AP KE AMA. THT 张 
Ch Estee, me 〈 以 及 C 的 任何 一 个 欧 氏 等 距 映 射 ) 的 


扩张 为 
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A(w+sp=d Ww) + si 
因此 
g(z+ti))=¢ (0 (z+tj)) 
=z, +j) 
=6(z,) +h] 
应 用 (4.1.3) mn (4.1.5) 便 可 得 4.1.) 式 所 给 出 的 形 
式 。 
车 ad - 5c>>0， 则 可 用 四 元 数 代数 来 描述 9 在 及 :中 的 作 
用 。 事 实 上 
Calz +tj) -63:(e(z - D 43^! 2 CCaz 5) +ati) 
XC(ez+d) -tclj2^! 


_ CGz +b) + atj)CCez +d) -ct 
lez + di? * [et]? 


- (az tb) (ez +d) +a ct? + (ad 一 be) tj 
jez + d|? + m 3B 
而 当 o4 -be>OM XA RE G(z+t) 。 


GJ( 玉 3) 中 的 每 个 变换 也 可 用 四 元 数 表 示 。 例 如 ， 
函数 


fw) = (w-j) (tp lj, w=z+tj (4.1.6) 
是 zs = 0 的 反射 与 8S (es,v 2) 的 反射 的 复合 (注意 es =j) 。 
Hb, (ARH RB, FASAC EMR HMR HZ $3.1 
中 所 讨论 过 的 球 极 平面 射影 。 一 般 地 ， 有 
f(ztip= (24+ Ct 1 (z+ Ce tp ^j 
~ (2+ (@-1))) (2-(t+13))j 


Iz} 2+ G € D? 
经 化 简 ， 为 
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; Q2at Cla]? c- 03 
fa ttj) EFT (4.1,7) 


&PTS-O, KAHCERRERHBHSK, 且 f(j) = 0。 


习题 4.1 
1。 设 9 由 (4.1.2) 式 给 定 ， 且 cs0， 求 证 ， 
G) 4dilz, ©)+O0K di (gz, ac) >05 
Gi) ?4di(z, -d/c)> 0 di (gz) +0 
其 中 心 EQ EUR ERE. 
2. 设 9 由 (4.1.2) 和 (4.1”0 给 定 ， 且 rd 一 5c=1。 求证 ; M E 


DUM 
( a ?svt 2) 
c d 
th g(p=j 


3, 求证 ， 任 一 欧 氏 等 距 刁 射 9 的 Poin careE 扩 张 都 由 式 
g(z+tp = 9(2) + tio 
4, PHC RK IK S PE Rg tA 上 的 作用 ， 已 知 gH: 中 i935 

持 不 变 。 

4. 求证 ， 关 于 SCa,r) (aeRs) 的 反射 可 用 四 元 数 表示 成 

w|--Cam +b) (owt d^? _ 

Ha, b, c, do CHE) E, Sw=z2ttint, X Xw-z- 
tj. 

5. 设 y 由 (4.1.2) 式 给 定 ， 且 cs<0。 求 证 ， 对 于 形 如 z + 这 + 
引 jj 的 四 元 数 岂 和 zw 有 

g(w) —glw’) =(ad ~ be) (wet) lw- w’) 
|o (ew! cd)! 
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并 证 明 著 ad - 5c =1， 则 g 在 有 R 中 的 球面 S (- 4. ; UT } 
上 的 作用 为 一 欧 氏 等 距 喘 射 


§ 4.2 ”用 矩阵 表示 


由 公式 41>g4， 可 从 GL(2, O) 中 的 任 一 2x2 MEAIB 
导出 .和 逐 中 的 映射 9， 其 中 


a b 
tb 
A= (? d. Ga ORDES 


EL EGRERÁZ)AO—.,, EGLO, C) SRA; RN KGa 
为 4 的 射影 或 称 4 表示 9 40 
经 初等 计算 表明 
gí4C9g5 222 = gan (2), zG 
HP ABE ERR, KOE—-t+MA. OHBKADREA, 
因为 当 且 仅 当 对 C 中 所 有 的 z, 等 式 


均 成 立时 ， 有 4cK。 对 于 AeK， 若 取 z = 0，%，1 即 求 得 
a 0\ 
A= (s aj , a 
显然 这 一 形式 的 任何 矩阵 均 属 于 KK， 从 而 
a 


K= Kero = { (o Jj : axo } 


Reade, E ATELO, OK JI EAMT SUR 为 : 
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在 不 计 一 个 非 零 因 子 的 差别 时 ，9 ,对 应 于 确定 的 矩阵 4。 
一 般 地 说 ， 我 们 更 关心 西 在 SL(2,G) 上 的 限制 。 这 一 
限制 的 核 为 
Ko= KOSLQ,0)= {I, -17} 
IS iR] U BRE oR SL(2, CO AP BEBE CHE 如 4 和 
- A) Ro HEM AFSL, @)/{I,- 13, 
Wi HS | 
Ar O Ae — 
det(A) " jdqet(4)| ' 
在 变换 4 ->%4，4% 志 0 下 不 变 ， 故 它们 诱导 出 0 上 相应 的 ER 
数 ， 即 


AcGL(2,C) 


tr? (A) 


trace? (Cg) = “det (A) (4.2.1) 
m 
A 
gl = -HAHA -- 
ldet(4)1 2 


共 中 4 是 以 9 为 射影 的 任 一 矩阵 。 我 们 常常 将 trace’ (9) 简 
记 为 tr* cg) , m Altro | Æ R ltr? (9) | 的 正 的 平方 
根 。 这 些 隙 数 具有 重要 的 几何 意义 。 我 们 现在 来 研究 Mg Il 
而 在 $ 4.3 讨 论 tr:(g》。 ER, tr? (g) 在 任何 共 EE 
gi--hgh- FRA, 
定理 4.2.1 对 -& 中 的 每 个 *， 有 
lg 1 2 = 2coshP (j, gj 


CHE] 设 
g(z)= 2215. ad —bozi 
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HA (4.1.4) Gltzz 0, t=1》， 有 


(bd +ac)+j 
le] ?+ [d]? 


根据 (3.3.4) K, #6 = zt, O2=22+%j, M 

ja 22+ € -t0* 
2t,t, 

于 是 作 代 换 z, = 0，t.=1( 即 61= 2) s, Gg CDO3EPER Tí 

等 式 


9 (j) = 


+1=coshP(6,,6,) 


\bd+acl|*+1= |b d cac|** jad — bel? 
= Cla] * * Jb} 2) Cle] 2+ |d] 2) 
便 可 推出 定理 的 结论 。 口 
由 (4.1. ar 
few)-Q(Q-por-p^!j, w=z+tj (4.2.2) 
是 关于 C 的 反射 再 复合 上 关于 3 G VO IBI BL, "EH re 
双 曲 度量 变换 成 23 中 的 度量 
ds= 2|dz| | 
1- fa]? 
作为 运用 四 元 数 的 另 一 个 例子 ， 我 们 考虑 定理 4.2.1 的 另 一 
证 明 ， 这 时 计算 是 在 B: 中 进行。 . 
| [第 二 种 证 明 ] 设 w=g(j》，6=f(w) , MEB’. A 
对 任何 四 元 数 a 和 8 均 有 
lafi = jal |B}, la !l = fa] ^! 


故 


gp = aid (oj +d"? EI 
Kaj+b) (cj+d)-1+]| 
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(aj - b) *j(ej- DI |Cej +d) 3] 


dO c) +(a- dil. 
(b — c) (a * 4) jl 


于 是 
Ia ot ©) Cb te) +a- d) Ca -d) 
| (5- op 一 c) + (a+ d)(a +d) 


MITINCE -ad) + (c - ad) 
— [gll + (ad be) + (ad - be) 


. dgi*-2 E 
=o eee (4.2.8) 


对 于 五 :中 的 度量 和 B: 中 的 度量 都 用 记号 p， 则 有 
plj,g(j)) = PCF CD» f Cg G))) 


-p(0,5) 
-log 1+ IS 
leg 14 


Mods» Bide, BAK (4.2.3 , fi 


2cosh P=’? +e?” 


_ 2 *46l?) 
1- [el *. 4 : 


= gl? L1 
PRE np SE RUM obius EB JL fa TE HE BIB R32. 5. 1 和 
2.5.2。 假 定 
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a b 
A= » "E gz) = EET. 
其 中 4 属于 SL(2,C) , Hef h (4.2.2) 式 给 定 。 

定理 4.2.2 FARM 
(D AeSUC2, Q) 
Gi) gOD =) 
Gid lg |] * =2 
Civ) fof (RRR BR: 


oe + >è è $9 ẹ 5 


CO “9 是 通 纺 度 量 空间 (CO BUSES. 

[证 ] GD 和 Gil) 的 等 价 性 是 定理 4.2.1 的 直接 推 
YE. AW AeSLO,CO A i All?=lIgll*?, FA Om 
CiD 的 等 价 性 是 定理 2.5.1 的 直接 推论 。 

其 次 ， GD 和 锋 价 于 

fyf-1(0)=0 

而 由 定理 3.4.1， 这 等 价 于 (iv) 。 

EB, GO fm (vo 的 等 价 性 则 可 证 明 如 下 ， 注意 到 
当 且 仅 当 对 所 有 的 > 有 


lg Cz] 1 


“1+ [gt r+ - 
时 ，g 为 等 距 上 映射 。 从 而 ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 z 有 
1+ |z|*-2 [az +b] * - lez * d] * 
B, (CV) 成 立 。 或 等 价 地 有 
1+ jz} %= Cla) * fe] 5 Iz] * - (lbj? + ]d| 5 +2Re 
x (ab ted)z 


这 等 价 于 
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lal t lel te [blè + Jil te 1 
及 - ` : 
ab+cd=0 口 


而 这 等 价 于 4 A= 1， 即 CD. 

2 当然 ， 定 理 4.2.2 表 明 GREB HH) 正 多 面体 的 经 
HEROS I TS UG,CO WERTH 事实 上， B* 的 每 
个 旋转 也 可 以 用 由 SU(2,C) .中 的 矩阵 导 出 的 复 Mobius 
变换 9 来 表示 ， 因而 正 多 面体 对 称 群 也 可 视 为 复 Mi2ius 的 有 
限 子 群 。 


， 习题 4.2 
1, REE: #Hel(P=wt+si, M 
Ilg? |] = Cwl? +8? -* D/s 


2. RSL, OWT THETA HTG RE D JE GN 
散 群 ， 旭 对 豆 : 的 每 个 紧 子 集 玉 ， 在 G 中 只 对 于 有 限 T gig (Dek. 

3. RE. SS LG, CO RIBABEE ATE RBM, M A- 7 或 -了 7， 
EBESLG, 中 中 表示 二 阶 MM O bius HW pe) 阵 ， mB 是 四 级 4k 
PH. 

4, RE: g: z1 一 一 z 不 是 SL(2， Ro FE EE B E. k 
uESL(G, 有 的 射影 是 由 那些 使 扩充 了 的 实 负 及 C 的 上 半 平 面 保持 
TEMO bius 变 换 组 成 。 

5， 证 明 下 列 变换 构成 一 个 群 


gives aa ssl pand 
7z—2 72-38 
zi oe g | zi 3224 
j 32-3 $5-1 82—3 
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JE IE BI fc hE Ht ho + tj， 它 是 这 个 群 中 经 个 元 素 的 不 
动 点 。 指 出 这 个 群 在 必 : 中 所 对 应 的 旋转 群 。 


$ 4.3 不 动 点 与 共 略 等 价 类 


我 们 先 简略 地 讨论 一 下 与 不 动 点 有 关 的 一 些 代数 概念 和 
几何 概念 之 间 的 关系 。 开 始 时 ， 我 们 将 就 一 般 的 映射 进行 讨 
论 ， 因 为 限于 Mobius 变 换 反而 是 不 利 的 《那样 的 限制 有 可 
能 使 读者 偏离 主题 ) 。 

设 X 是 任 一 非 空 集 ，X 的 置换 是 义 到 自身 的 一 一 映射 ; 


鲁 如 ， 关 于 球面 的 反射 是 如 * 的 一 个 置换 。 置 换 g 的 不 动 点 是 
XP Yh Eg (2) = z 的 那些 z， 对 这 样 的 z， 我 们 说 g 使 :保持 不 
变 。 

若 G 是 天 的 任 一 置换 群 ， 则 z 在 G 内 的 稳定 核 @ 定 义 为 
G 的 如 下 于 群 


C。='fgeG:9(r) =2)} 
z 的 轨道 (或 G- 轨 道 ) G(z) og X X dn TP 
- Bla) = {yr) eX:geG)} 
显然， 陪 集 系 G/G， 与 轨道 G(z) 之 间 存 在 一 个 自然 的 
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有 时 h(z)=g(z) , ifj iX EL d MA AG, Ix h(z) 是 完全 
确定 的 并 且 是 一 一 的 。 它 显然 把 G/G : 映 成 G(x) 并 且 就 是 
所 求 的 对 应 关系 。 这 一 事实 也 表明 了 陪 集 4G ,是 G 中 把 z 映 
射 成 4(z》 的 元 素 g 的 全 体 。 
如 果 对 于 G 中 某 个 有 G。 = AGA, 那么 G 的 两 个 子 群 CG。 
36 


AG RAHEEM. FA Agh 使 hCz) 保 持 不 
变 时 9 使 z 保 持 不 变 ， 所 以 


Oyen = hG BO? 
于 是 ， 震 zx 和 3# 属于 同一 轨道 ， 则 G ,与 G 3688. 


共 斩 子 群 当 然 是 彼此 同 构 的 ， 从 几何 的 观点 来 看 它们 也 
是 相同 的 。 但 并 非 任何 同 构 子 群 都 具有 这 一 性 质 ， 例 如 由 
zz+1 和 由 zi3z 生 成 的 子 群 是 同 构 的 ， 但 它们 的 几何 作 
用 却 完全 不 同 。 我 们 主要 关心 :4# 的 子 群 的 几何 作用 ， 因 此 ， 
通常 把 结果 叙述 成 在 共 罗 变 换 下 不 变 的 形式 。 C 

设 , 是 9 的 不 动 点 的 集合 。 车 g% = hg， 则 显然 有 

G(F)=F,, h(F,)-F, - (4.3.1) 
因为 车 zE F,, M 
h(g(x)) =g (h(2)) = 9 (2) 
Mig aera; Beg F CK, Lg Ro RBA CF 
=F,, SUMAACF,) =F. 下面 (定理 4.3.6) 将 看 到 ， 
当 G 是 Mibtius 变 换 群 时 逆 命 是 也 成 立 。 


. > èe > è > č è o o% 


现在 我 们 回 过 头 来 研究 -4 中 的 变换 。 作 用 在 C 上 的 M65- 
xs 变换 9 或 只 有 一 个 不 动 点 ， 或 只 有 两 个 不 动 点 ， 或 fu 
等 映射 。 .这 给 出 了 一 个 相当 基本 的 分 类 法 ，、 但 我 们 还 可 以 得 
到 基于 了 中 不 动 点 的 一 种 更 精细 的 分 类 法 。 这 种 新 的 分 类 
法 在 共 轿 变换 下 不 变 ， 这 样 就 有 一 种 更 好 的 分 类 法 ， 即 分 成 
共 轿 类 。 我 们 的 主要 结果 之 一 是 ， 由 (4.2,1) 式 定义 的 函 
数 tr: 是 对 共 轿 类 的 一 种 自然 的 参数 化 。 

WTR, RIBA — eR IL Mobius wR, HF 
C 中 每 个 非 零 的 ,定义 
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in, (z) = kz (k1) 

m,(z)=z+i 
称 之 为 标准 形式 。 为 了 进一步 应 用 ， 我 们 指出 ， 对 于 一 切 * 
《包括 £=1》 有 


tr? (m,) = b +2 (4.3.2) 
Eg GOD 是 任 一 Mobius 变换 ， 则 9 或 者 恰好 在 C 内 
有 了 两 个 不 动 点 和， 或 者 在 C 内 只 有 唯一 的 不 动 点 ac (在 这 
种 情况 下 我 们 取 B 为 异 于 a 的 某 个 点 ) 。 再 设 1 是 满足 
h(a)zeo, h(B)=0, h(gC(B)) 21 Cg DA BID 的 
ff--Mobius?"$ih, DR 
-0, g(f) =P 
(d gP) = 


EMPARA WU hgh 以 0 和 = 为 不 动 点 ， 从 而 对 某 
Ak (kA) dhgh =m. Kga ARR, Whegh 
Lho 为 不 动 点 ， 并 且 hgh'(0)=1; F Æ hgh! =m, 这 
表明 ， 任何 M6bius 变 换 g( 半 7T) 是 某 个 标准 形式 m4 的 共 w 


元 素 。 这 引出 如 下 结果 的 一 个 简单 证 明 。 
定理 4.3.1 Ri Mak Modine ER ASHES Be 射 。 


hgh !(9) =œ, hgh^!(0) = 


* e + @ è 


为 了 简便 ， 我 们 用 一 表示 中 BRERA. . 

[证 ] JA 〈4.2.1) 式 我 们 已 注意 到 ， 考 了 ~9， 则 让 : cfd 
= tr? (g). 

现在 假定 tr*(f) =tr g) 。 我 们 知道 f 和 9 分 别 共 S6 F 
某 个 标准 形式 ， 比 如 说 j 一 m,，g 一 fr。 于 是 有 
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br*(m,) = tr’ (D = be (D = bet Cm) 
应 用 (4.3.2) XX, Map = qeep =1/q HERA Am, - mi, 
“Sp = 1 时 这 是 平凡 的 ， 而 当 2s1 时 有 


hm,h-t=m,,,, h(z)-- 加 


我 们 已 有 f ~ mp, 9 一 mr 县 my 一 ms (P= 9 或 D= 1/9) 。 
因 共 斩 关 系 是 一 个 等 价 关系 ， 这 就 证 明了 f 一 9。 口 
RERNI MobiussE MRI RAAB E 47 2 
类 ， 当 然 是 从 研究 标准 形式 的 不 动 点 入 手 。m;: 在 RR* 中 的 作用 
H (4.1.9) RAH, Hp 
M,(z+tj)=kz+ |k| £j (boc 1) 
m (z+ij=z+1+łtj 


由 此 可 求 出 每 个 ms 的 不 动 点 。 以 下 的 结论 是 显然 的 


O 在 RR 中 mn 以 ~ 为 不 动 点 而 无 其 他 不 动 点 ， 

GD — 3E dE S1, Wilma EL0300297& DIALER b XE 
它 不 动 点 ; | 

(iiiy Æ k| 21, koi, WümilS xp RO 

{tj:teR} U (2) 

定义 4.3.2 itg (GI) 是 任 一 Mobius 变 换 。 则 称 

O qiii EHER h 9 有 一 个 唯一 的 不 
动 点 时 《等 价 于 g ~mai) 

GD “9 是 斜 驶 变换 当 且 仅 当 在 R HIRE 有 两 个 不 
动 点 时 〔〈 等 价 于 对 某 个 满足 jt| MIR Tm), 

GD 9 2A I AGE R HAER £e TR 
动 点 时 《等 价 于 对 某 个 满足 |#| =1, EXIBS EH g~m,) o 
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ATHE, BAR IRAE AL at RET A oH 
dE. DF AGE, PRA MHEAR 有 的 ， 
PER BRL RGR, RP RAT ASAE DRS BNR a RH 

定义 4.3.5 设 g 是 斜 驶 变换 。 我 们 说 9 是 双 曲 变换 ， 如 


果 对 于 @ 中 的 某 个 开 圆 盘 (或 半 平 面 )D 有 9(D) = D， 否 则 称 
9 为 严格 斜 驶 变换 。 


由 定理 4.3.1， 上 述 定义 中 所 作出 的 分 类 在 共 统 变换 F 
不 变 ， 因 而 必 可 按照 tr (9) 的 值 进行 分 类 。 这 是 $41 的 第 
二 个 结果 。 

定理 4.5.4 Beg (361) 是 任 一 Msbias 变 换 ， an 

a 当 且 仅 当 tr*(9) = 4 时 ，9 是 抛物 变换 ; 


cii) 当 且 仅 当 ir*(g)eCo, 4) 时 ,9 是 椭圆 变换 ; 

Gib "Ba rne +œ) 时 ， 9 是 双 曲 变 - 
ths 
l (Ò MRAN peto + = Bh ok 
驶 变换 。 

[证 ] RHA 验证 了 ( ，(iy (iD 354, 
Civ) 也 就 不 证 自明 了 。 在 整个 证 明 过 程 中 ， 假 定 9 共 贺 于 
FEE Xm. GASm An, KRMPSH EH m, HK Se, 
由 (4.3.22 RA 


tri(g) = p+ 342 (4.3.3) 


车 9 是 抛物 变换 ， 则 g 只 共 轿 于 m1,; S p-1H tr? cg) 
=4。 反之， 若 tr: (9)=4 则 p=1， 故 yg 是 抛物 变换 。 这 就 
证 明了 (D. 
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Hig EM SEH, Wip-e'', 9 是 实数 并 且 cos OAL. M 
tri(g) =2 +2cos 0 (4.3.4) 
国 此 有 trepel Do REZ, trg) € C0，4); 则 可 
36 tr*(9) 表示 成 (4.3.4) 式 的 形式 ， 且 cos 0x1, d 
(4.3.3) ffjip-e'*'.ec'', FE Ip] -1, Hpxi, Wd 
9 是 椭圆 变换 。 这 就 证 明了 Gib 。 
最 后 来 证 明 (iii)。 首 先 设 ir*(g)«(4, * o), WCS. > 
有 解 D=4，1/#， 此 处 的 zt 之 0。 FMT MBE ER, m . 
使 上 半 平 面 保持 不 变 ， 央 而 是 双 曲 变换 。 pen 
dias. SLAG OX BR, Ainmeth 2 With wR, WD 
EXT Tmp ded Zu. FDP ENA, z EXE mK 
代 下 的 像 属于 D， 故 
[p'z:neZ) ZD 
由 于 jz| 21, ik #HoM- ATOR. "TT 的 z 作 
同样 的 论证 ,推出 0 和 % 位 于 2B 的 边界 上 ， 因 此 DP 是 半 平 面 。 
然而 要 使 D 保 持 不 变 ，m ;就 必须 使 位 于 D 边 界 上 从 0 到 一 的 每 
条 半 直 线 保持 不 变 。 于 是 ?>>0， 从 而 t?(g9) >4 ...0 
SEIMEI ES TS BAAR 回忆 在 任何 一 个 
群 中 ，9 和 4 的 换 位 子 是 
Cg, h3 = ghg^'h- Lag (age ht), 
# AFIBESL(2,C) PUM Mobiust hho fn^ BE, AU 
在 相差 一 个 因子 - 1A eR, Ait 
trOg,4) = tr (ABA^1 B^) 
是 唯一 确定 的 ， 它 同 4 和 B 的 选取 无 关 。 
定理 4.3.5 (D 当 且 仅 当 trcg,%] = 2 时 两 个 Mobius 
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变换 9 和 4 在 C 内 有 一 个 公共 的 不 动 点 。 


GD eft AOSD 在 G 内 有 一 全 共 不 汉 
点 ， 则 或 有 

(a) Fg, ho 71 CGkgh- hg) HF, =F RA 

chb) Cg, hI 是 抛物 变换 (ghhg) HF, Fie 


>. 9 è è 9 


[证 ] — CD FP A IR ESCM PT HR, ka E 用 


SLO, OQ) 中 的 矩阵 直达 时 有 
(4 b, VELA 
g- , = | j 
计算 表明 


tr(g, hl] =2+4 bty?+b(a-—d)y(a—94) - (a- b)*yB 
者 9 和 # 有 一 个 公共 不 动 点 ， WKH o. 因而 有 = 0， 
tr{g,k} =2。 E 

Biirtg,h1-2, #g Æ à wy BR Wha=d=1, 
2 天 0 故 ? =0， 从 而 g 和 都 以 SARA. HIB 
Ss wpN5-0, Amad-lJtHaxd; 于 是 ?5 = 0， 即 4 以 0 
和 二 者 之 一 为 其 不 动 点 。 这 就 证 明了 Gi). 

为 了 证 明 Gi, 仍 可 假定 9 和 4 如 上 且 有 ?> -0, Bd jo M 
县 仅 当 

B(ia—-d)2b(a-6) 

时 Cg, A) - 7, EXEISHFR, =F, Saad $nasd 
两 种 情况 ) 。 

证 明 (iD 的 另 一 途径 是 ， 设 公共 不 动 点 是 %， Reg Anh 
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BA Bz raz + 5 的 形式 。 映 射 9 1->a 是 g, h) 到 群 C\ ( 
As 由 于 这 个 群 是 4peI 群 ， 每 个 换 位 子 属 于 同 态 核 ， 因 
而 是 一 个 平移 (或 1》。 C1 

欧 氏 相似 变换 是 上 映射 +>rp(z)+xzo。， 其 中 $9 是 欧 氏 
等 距 映 射 ， 上 一 个 定理 的 证 明 就 涉及 到 了 这 种 相似 变换 。 事 
实 上 ， 定 理 4,3.5 是 一 个 关于 欧 氏 相似 变换 的 定理 ， 只 不 过 
是 以 共 轿 变换 下 不 变 的 形式 叙述 罢 了。 

定理 4.3.6 ghi kT H Möbius, WF A fr 
EIU 

(D hg =gh 

(i h(F,)-F,, g(Fa) =F, 

GID RAF, = Fi, RAGED WR Z3CBS 
ABH Ag = ht = (gh)* e I, F,(F,79, 

[证 ] We, (4.3.1) RBA (i) BWA (ii) 。 

Gii) @& © WABASH. HF, =F Mofarg 
公共 不 动 点 ， 由 定理 4.3.55 Cg, hJ-1; 故 在 这 种 情形 下 
digh-hg, Æ Cii) 中 的 另 一 情形 下 也 可 导出 gh=hg, W 
为 有 
hg= hg(ghgh)= gh 
于 是 ， GiD B& (D, 

剩 下 的 问题 是 要 证 《ii) BA Gili), BOE GD 成 立 
FEF, =F, CAM Cii 当然 成 立 ) 。 这 意味 着 存在 点 w 
ARTF AF RRA PTE A, 不妨 设 weF \F ys 
FRA gOe)-w, hWw)xw, Wii, PF, v, 
hew) ,h? (w), 这些 点 不 可 能 都 不 相同 (否则 9 = D, Bd 
w=h*(w) 。 这 表明 只 含有 两 个 点 ， 在 4 的 映射 下 这 两 
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AA. XX th BHA NF, = d, vul . 
Ew, WIRE, = (0, 9), ， 从 而 对 某 个 和 
bo 


g(z)-az, h(z)--—-— 


FE DR ARH (gh):=1。 S NC DLLMEE Tz 
g(/b)=- vb, 进而 有 z= -1，92=7。 最 后 ,9 和 有 一 个 
属于 妞 s* 的 公共 不 动 点 Dj 这 可 直接 从 (4.1.4) 式 推出 。 
O. 

定理 4.3.5 涉 及 在 C 内 有 公共 不 动 点 的 两 个 变换 ;下 一 个 
定理 则 涉及 在 ;内 有 公共 不 动 点 的 变换 。 

定理 4.5.7 当 生 仅 当 G 的 元 素 在 万 :中 有 一 个 公共 不 动 点 
时 , EEC A SAME ORI). 

从 定义 4.3.2 推 知 ， 若 g SD 是 有 限 阶 元 素 则 必 25 M 
圆 变换 。 因 有 限 群 中 的 每 个 元 素 都 是 有 限 阶 的 , 故 有 以 下 推 
论 。 


推论 如 的 有 限于 群 中 的 元 素 在 如 ?内 有 一 个 公共 不 动 点 。 

为 便于 理解 证 明 的 几何 本 质 ， 我 们 引入 椭 加 元素 9 的 二 
的 概念 。 若 9 在 C 中 的 不 动 点 是 ac 和 8， 则 GEL xt qc 
换 为 标准 形式 的 情形 即 知 ) 9 在 :中 的 不 动 点 是 过 a 和 PB 且 与 
C 正 交 的 圆周 上 的 那些 点 。g 是 轴 4; 是 欧 氏 半圆 周 TU H 
《事实 上 ， 这 是 的 双 曲 几何 中 的 一 条 测 地 线 ) 。 两 椭圆. 元 
素 g 和 h 在 及 :中 有 公共 不 动 点 可 简单 地 说 成 两 轩 4s 和 4; 在 H: 
内 相交 。 顺 便 指出 ， 此 事 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ?和 8 在 CG 中 
的 不 动 点 位 于 同一 个 贺 周 G 上， 并 且 在 8 上 互相 分 际 。 

在 定理 4.3.7 的 证 明 中 ， 部 份 采用 了 代数 的 方法 ( 儿 何 证 
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明 较 复杂 )  ， 尽 管 如 此 ， 我 们 仍 将 作出 刀 何 解释 。 先 证 明 一 
个 预备 结果 。 
引 理 4.3.8 设 g, 和 gh 是 椭圆 元 素 。 Wg Anh 在 G 中 的 


不 动 点 共 圆 。 车 再 加 上 Cg, hy L3 pe T3773 则 


ae 


MAAA, EH AX 


[证 ] ”车 sg 和 在 CG 中 有 公共 的 不 动 点 ， 则 FsU FES 
包含 三 个 点 ， 且 位 于 某 个 圆周 上 。 车 加 上 Cg, À3 i dé fin 
元 素 或 1 的 条 件 ， 则 有 =;,， 进 而 有 4, = 4;; Fg 和 


在 HH! 中 有 无 限 多 个 公共 不 动 点 。 
再 设 9 和 4 在 C 中 无 公共 不 动 点 。 经 共和 办 变 换 ， 可 假定 


其 中 ass1，jal 21,ad-bc-1, AMA 
tr?(h) = (a c d)?, tr?(gh) = (aa a d)? 

由 定理 4.3.4 知 数值 
A=a+d, L=aa+ad 
属于 区 间 《〈- 2， 2) 。 解 出 c 和 z 用 cc，2 和 4 表示 的 表达 式 ， 
即 得 a= d; 记 

l a= d=u+iv 

的 不 动 点 为 
a-@+it4—(atd)2)? 
2c 


(计算 过 程 中 用 到 ad -bc =1》 即 


86= 一 - Cot)? 2 
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出 ja+d| <2, "[Ani-1, AgmiTmohrr-— 条 过 原 点 的 直 
RLE mgm B7 3G B. 
ide = el*， 应 用 ad -5c=1， 经 计算 得 到 
bra(Cg,ha) = 41 + 2Clal* - Desinta)? | 
因为 必须 满足 
O«ctr?(Cg, h3)«: 4 
所 以 Cg, ^) EAAS (或 1》 的 附加 假设 即 意 味 着 jal. 
<1, #lel =1， 则 有 sw?+v:=1， 从 而 sS 和 6 中 有 一 点 是 零 ， 
但 这 却 又 是 应 当 排 除 的 ， 因为 我 们 已 假定 "和 % 没 有 公共 不 动 
Fas. 于 是 jal <1, dk 


(1- ui)* Sv 
这 意味 着 


is iż 
gai, q.d 
C c 


其 中 s 和 是 实数 且 st<0， 因 此 原点 〈9 的 不 动 点 ) ETEME 
之 闻 ， 从 而 4 和 4; 在 H: 中 相交 。 口 

现在 ， 我 们 应 用 引 理 4.3.8 来 得 出 .# 中 形 如 (9 A) AR 
包含 椭圆 元 素 和 7 的 子 群 的 一 些 信息 。 首 先 ， 由 引 理 4.3.8， 
若 7 和 在 如? 中 有 一 个 公共 不 动 点 65， 那么 (9， 仿 的 每 个 元 
素 当 然 也 以 6 为 不 动 点 。 通 过 考虑 共 妮 群 ， 我 们 不 妨 假 定 9 
和 使 3 保持 不 变 且 5 = 0。 

引 理 4.3.9 Bg Mk CHAT) 是 使 8* 保 持 不 变 并 以 原 点 
为 不 动 点 的 M6bius 变 换 。 则 


e è ù s > 


(i) (gh 的 每 个 元 素 有 相同 的 轴 和 不 动 点 ， 或 者 


GD 存在 (9,%) 中 某 个 f 使 得 三 个 轴 Ay, Ay, Ar 


e e >è c$| + 
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X m. 

暂且 假定 引 理 4.3 .9 成 立 ， 我 们 来 完成 定理 4. 3.7 的 证 
LM 

[定理 4.3.7 的 证 明 ] EGRET A oC SEN 的 
轴 ， 定 理 的 结论 当然 成 立 。 因 此 可 假定 G 中 含有 有 不 同 轴 的 
元 素 g 和 hh。 由 引 理 4.3.8，g 和 在 HH: 中 有 公共 不 动 点 ， 通 过 
ZEHK, RIIE TE HE EE B? E HL 5| RE 4.3.9809 
条 件 。 由 假设 知 引 理 4.3.9 的 (i)》 不 成 立 ， 故 其 (ii)》 成 立 。 

tg, D 的 每 一 个 元 素 以 原点 为 不 动 点 ， 故 轴 As, As, 
APB WKAR: APH, MMREPE—¢q, axl. R 
们 要 证 ¢(0) =0 从 而 完成 定理 的 证 明 。 由 引 理 4.3.8， q 和 
9 的 不 动 点 位 于 08 上 的 某 个 圆周 上 ， 因 而 也 位 于 一 个 欧 氏 
EHA. HUSERAR, AMH MÀ du dA. 
CIs. 类 似 的 定义 和 论证 对 了 :和 了 :也 成 立 ， 于 是 

HQH: QH, 

A,C H ,( Hu HH, (4.3.5) 
hos, Ha. Wi eA CAM As, A, Ast§d& BD, 
因此 交集 l 

IH, UMS 
或 性 是 {0}， 或 者 是 B: 的 一 条 直径 DD。 由 于 这 个 交集 包含 
9 在 9B5 上 的 不 动 点 ， 故 必 是 直径 DD， 从 而 4， - D(HA.3.5), 
畦 别 有 0e4,， 所 以 得 到 9g (0) = 0。 LJ 

[2]884.3.989üE91] (gb 的 每 个 元 素 都 以 原点 为 不 
动 点 ， 改 为 椭圆 元 素 KO 。 对 于 每 个 这 样 的 椭 贺 元 素 f， 
以 4 表示 f 在 B* 内 的 《不 动 点 的 ) fih, 注意 到 由 假设 ， As 和 
A, EB HEHE. 
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假定 (i》 不 成 立 ， 则 4, 和 4; 是 不 同 的 直径， 从 而 确定 
一 个 殉 氏 平面 卫 。 设 B: 中 舌 直 于 了 7 且 过 原点 的 直径 为 De 车 
h CA 不 在 TT 上 ， 则 取 f=hgh-!; 由 于 41=&(As) ， 这 
满足 (ii)。 Bg CA) REAL, Be. wey 
TE RS f-D 25g R0 A (5 TT PRE RE ISTE OK, 此 时 它们 都 是 二 阶 Jie - 
B. PR GPR aE DA ER, eR. f = gh, (Cii 
Ng. "D 

SPILL He Mobius Bed ke He ERAT. e 

车 yg 是 抛物 变 模 ， 则 对 某 个 有 有 

Agh''(z)=2+4 (é%0).. 

因而 有 . : 

hg*h -i(z)=2z+nt 
. g'(iz)-h (h(z)*nD | 
显然 对 于 CG PE Az, lal Bj, Ag'ho() -> co 
因此 ， 一 般 地 说 ， 若 g 是 抛物 变换 ， 则 

g"(z) >a 

其 中 oa 是 g 的 不 动 点 。 

若 y 不 是 抛物 变换 ， 则 g 有 两 个 不 动 点 ， 若 设 为 a 和 .8， 
则 对 某 个 4 有 

hbgh !(z)-iz (20, 1) 
itn 
hg" h- Kaar LE 

这 些 事实 表明 ， 若 g 是 斜 驶 变换 (等 价 于 [| 1) 且 z 不 是 a 
AB, Wig'(z) BAMA, HART OME EH 一点。 车 
n—> + otg" Ore ny 5e a 为 PEE BUT in 同 时 


e ù > ¢ > o 
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Bg" (z)—-a, 

车 9 是 椭圆 元 素 (SRF It] =1), 则 g 具 有 不 变 贺 周 ， $ 
实 上 以 a 和 BP 为 反 演 点 的 每 个 圆周 都 是 9g- 不 EAA A 
关于 g 的 选 代 的 轨道 必 位 于 这 样 的 一 个 圆周 上 。 为 今后 引用 
方便 ， 我 们 将 上 述 结果 总 结 为 如 下 定理 。 

定理 4.5.10 Ci) 车 9 是 以 “为 不 动 点 的 抛物 变 换 。 出 


oe > © 9 © č a o 


对 于 CG 中 所 有 的 z， Hn + colt ga, 并 县 在 €^ 
[a ) 的 每 个 果子 集 上 为 一 至 收 敏 。 


e ^ 8 o o 
eo >» © © © $9 © è + 
* ~>» 9 > è> è * $9 @ 


e o s $^ > è s 9 ù ù o 9 > 


R Mob ino thg ICH i, kA ARR (FEg' XI, 
并 且 没 有 更 小 的 帘 次 成 为 )， 则 g 必 是 椭圆 变换 。 在 此 情 
形 下 有 
Agh'(z) =e*%z 
于 是 9--m 
其 中 m 与 5 互 素 。 这 推出 


tr2(g) = 4cos: 人 


= 2C1 +cos( 27 )J 


注意 到 对 的 不 同 素 因 子 ， 可 取 不 同 的 值 。 若 9 是 二 阶 顶 圆 变 
99 


换 ， 则 = 2 且 必 有 tr2*(9) = 0， 其 逆 也 成 立 。 显 然 ,在 所 有 的 
阶 元 素 g 之 中 ，tr*(g》 的 最 大 值 在 m = 1 或 一 1 时 达 到 ,其 
值 为 


tr2(g) = 4c0s? 


并 且 9 = 土 2x/k。 为 今后 引用 方便 ， 我 们 也 将 此 结果 叙述 成 
如 下 的 定理 。 
定理 4.3.11 BORNMEER. M 


ir*(g) < 4cos* F- 


且 仅 当 9 是 转角 为 土 2 天 /8 的 旋转 时 等 号 成 立 。 


. > è s ù> a ù% > 


习题 4.5 


1. RMO biusBihghth, DER 
G) ir'Cg, A12 一 2 
(ii)g 和 在 C 内 无 公共 的 不 动 点 。 
2. 设 y 是 不 以 oo 为 不 动 点 的 任 一 人 M6 bius HR. 求证，g = 9， 
gz29a3a， 其 中 gi1 和 gs 是 以 0 为 不 动 点 的 抛物 元 素 ，g: 是 二 阶 元 素 。 
3. MO biwus 变 换 g 的 次 根 是 满足 h" = g 的 全 一 用 0O bius® 换 
及。 求证 
(i) 巷 g = TY， 则 g 有 无 限 多 个 次 根 ，; 
Gi) 车 9 是 抛物 变换 ， 则 9 有 一 个 唯一 的 z 次 根 ; 
üiD 在 所 有 的 其 它 衫 形 中 ，g 恰 好 有 ?个 # 次 根 。 
4, 求证 ， 若 4 和 B 属 于 SL(2,C)， 则 
det(A—-1)=2-tr(A) 
del(AB- BA)=2-trtA,，B) 
(CA, BJ APIBUS ME TO. HULME AMBIEN M 6 binst & HC 
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内 无 公共 不 动 点 ， 则 4 万 - 54 是 一 个 非 奇 异 和 矩阵 并 且 对 应 于 一 个 二 阶 
Mübiust B, 
5. 设 g(z) = z/(cz+1)。 试 (i) 利用 归纳 法 ，(ii) ABA 当 的 
hgh ', WEH: 
a = 2 
9 D = ee 


对 于 了 (x) = 6z/(z+3)， 试 求 出 f*"， 并 用 归纳 法 证 明 所 得 结果 。 


8 4.4 E Lt 


给 定 C 的 不 同 四 点 z，2za，2zs，24， 定 义 四 点 的 交 比 为 
(2, — Za) (Z2 一 24) 
(2, — Z2) (23 — 2) 
将 其 同 (3.2.5) 式 相 比较 ， 该 处 不 允许 作 这 样 的 除法。 由 
连续 性 知 ， 这 一 定义 可 以 扩充 到 有 一 个 z; 是 ~ 的 情形 ,比如 


02522523524) = 


C215 Za, Za» eJ-2 
特别 要 指出 
(0,1,2, oo] =z (4.4.1) 
车 g(z)= azto (ad —bceX0) 
则 g(z) —g(w) = mad ~ be) 


(cz +d)(cw+d) 


Fa He BI ay HB HH 38 FEE Mobius KARAS, Hn 
Cg(21) 69 (22) 69 (25) 99 (24) 1 = Cz, 2,5 Zar Z42 
(4.4.2) 
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这 是 一 个 有 用 的 性 质 ， 由 此 党 可 使 问题 天 为 简化 。 此 外 ， 其 
逆 命 题 也 成 立 ， 即 若 
CW, Woy Wass Wg) — L222 L324)) (4.4.3) 
EEEN Möbius Zg Eg) = ji。 为 了 证 明 这 一 事 
实 , 设 f 和 8 是 把 z,，z;，zs 上 映射 成 9,1,%% 和 把 如,， 甸 ,加 映 射 
成 0，1， % 的 M5bius 变 换 ， 由 定理 4.1.1， 它 们 是 存在 的 。 
FR, H (4.4.1), (4.4.2) 和 (4.4.30 有 
f(zs) =€0,1, f Cz) , 992 
SCD, fio. f GO fad 
= (CZs Zzs Zas Za) 
= [Wry Was Wee Ww] 
=Ch(w,),h(w.), hws), h 00,3 
= (0,1, h (0,4) , ©] 


= h (ws) 
若 令 g =h"1o 了 ， 则 显然 有 g (zj) =, C 
现在 着 手 研 究 交 比 
A = (219299 Zgs Z4] (4.4. 4) 


在 交换 z; 的 位 置 时 的 变化 。 我 们 曾 以 8。 表 示 (1, 2,95] 
的 置换 群 ， 并 规定 置换 作用 在 左边 : 例如， (1,2) (1,3) 
把 3 映射 成 2。 
仿 , 中 每 个 go 所 引起 的 交 比 值 的 变化 由 下 式 给 出 
A = ZisZasZasZaÀ I [Zo sezo Tea Tes) 
我 们 要 证 明 一 个 基本 的 事实 ， 即 作为 结果 的 这 个 值 依赖 Fo 
AA, 而 与 各 个 ;的 值 无 关 。 之 所 以 如 此 ， 是 因为 若 


C219 Zo Lg 2411 = (0,5 Wrs Wg W] 
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NUE TER PO Bg ep =i, BH 
(Ze: 920292039 To sd) = CYC Zo: 9G Zor 9 C2, 32 
g(z,4.)23 
=C Wor Wess Wez Woes) 
HTK, RTH PASA ASe CoeS,) 
f(A) = leer 5 Zor Zo Lou) 
其 中 和 由 《〈4.4.4) RA. A 
(0 £400) = Eu suos Taoss Eno iJ 
= fo (A) 
故 有 重要 的 关系 式 
f.f.f.. (4.4.5) 
现在 设 c 是 对 换 (1，2》， 并 设 g 是 把 zs,，z,，zs 分 别 映 
照 成 0，1， ofp Mobius. 则 
A= C215 Zip Ta Z4) 


-[0,1,g(2,), ©) 


= 9 (2s) 
故 
f(A) = 25,2: 234 Z4) 
=(1,0,4, œJ 
=1-A 
类 似 的 论证 对 5S, 中 的 所 有 六 个 对 换 都 适用 ， 经 过 简 EXE 
A, Hae 


OD 车 c= ,2 ) 或 (3,4), Mil fo (A) -1— As 
(ii) Ho = (1, 3) 或 (2， 4), Bil fo CA) 2A/(-10; 
(iii) He = a, DR (2,2), RI fa (A) =1/A. 
由 此 可 确定 所 有 的 fo。 因为 8, 可 由 对 换 生成 ， (i) , 
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(D ， Gil) 连同 (4.4.5) 式 一 起 足以 给 出 所 有 的 f-.。 NC 
便 指出 ， 对 于 每 个 对 换 o， 函 数 fo 实际 上 就 是 把 集合 (0, 
1, ©} ROSE SA Mobiuseth. Ahk, BU 4 A dE 
(0, 1, o } 映 为 自身 的 M65iwus 变 换 的 子 群 ， 则 从 (4.4. 
5》 式 知 映射 
0:0 1f. 
CES 38] € vagi ds CIC S. fe) MRH, A CD ， 
Gi), Cid A (4.4.50 FBSH, STR 
K= {7, (1,263, 4) (15390254), (154) (2,3)} 

包含 在 9 的 核 中 。 现 在 可 以 将 此 人 情况 作出 完整 的 描述 。 

定理 4.4.1 BHO, Soo MoS LM A, JE. 
以 K 为 核 。 

[UE] 定理 4.1.1 意 味 着 .#, 恰 好 有 六 个 元 索 ; 它们 是 和 
的 下 列 函 数 


a4, 1-4, 4^ 1 à -1 


A-1? ital] À 
SEATS hoi Bo() = 4。 经 直接 计算 表明 ， 所 对 应 
的 函数 fc 恰好 是 .如 的 六 个 元 素 。 这 表明 6 把 S, 喘 满 . 和 。， 而 
这 意味 着 9 的 核 恰 好 有 四 个 元 素 ， 故 这 个 核 必 是 K。 

C 中 四 个 不 同 的 点 z1，zs，zs，z4 共 圆 当 且 仅 当 它们 位 
于 茶 个 圆周 上 。 车 g 是 把 z1,，z，,，z4 分 别 映 成 09，1, fy Mo- 
bius 变 换 ， 则 当 且 仪 当 g (z;》 共 图 时 zj; 共 圆 ， 而 前 者 上 成 立 
的 充 要 条 件 是 g (25) 为 实数 。 但 

gj = [0,1,9 (2s), ©) 
= (2,9 225 25524] 


故 当 且 仅 当 C2, 2; 23. ZI 是 实数 时 ,>z,,zs,2zs,z4 共 贺 。 
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Pi, 22, 25, ft FA AOE, HH ak EAS MT JF 环 
HOHER. Wlg(z271, Ali 
A= EZ, Zi, £5524J271 


习题 4.4 


i. 求证 ， 把 z1，z:，zi 分 别 映 成 0，1，% [UE — 85 MObiu 
变换 是 


9(2) = LzisZa»Zs s Z4) 


2. 验证 当 o = (2,4) 时 fo。(4) = m 
3. 设 z1，zs，zs，z4 是 G 中 不 同 四 点 。 证 明 ， 当 且 仅 当 


Retz, 922 +Z3924)=0 
MH, tha, zio 24 Ø AJA Xbzis zs nH MRE. 
HERRER EPA EL 25 0 fi 09 TRE CHEER HE 1 249 = 0 时 zy 共 
BD. 
4, WgTEÍfE— Mobius ER. RIL, HzREGHRAA, NC, 
gz» g'z» gz 525; JEHUr! Co) BRM CHA. 


84.5 .《 上 的 拓扑 


如 $4.2 所 述 ， 存 在 一 个 同 态 
pSL(2, C0 € 
EFA PET gl URS LOC) 中 两 个 矩阵 4 和 -4 
FZI. SLO, C) 是 关于 度量 | 4-B1| 的 拓扑 群 ， 
映射 4 在 -4 上 诱导 出 一 个 商 拓扑 .了 了 , 即 玫 上 的 最 大 拓扑 ; X 
于 这 个 拓扑 ,$ 为 连续 映射 。 附 带 指出 , 女 还 具有 .7 “", 即 关于 
C 上 通 纺 度量 的 一 致 收敛 拓扑 ( 见 §$ 3.7) 。 一 个 基本 的 Jn] 
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题 是 要 搞 清 楚 这 两 个 拓扑 是 相同 的 。 方 法 之 一 是 通过 .4 在 
H* (EEB) 上 的 作用 指明 83Z (2,C) 的 作用 与 8 BE RE 
Of (1,3) 的 作用 类 同 。 我 们 有 必要 再 介 绍 一 种 更 直接 的 


方法 。 

定理 4.5.1 .# 上 由 $ 所 诱导 的 拓扑 .与 C 上 的 一 致 收 
AET ER. 

[证 ] Pis EB] 


$:SLG,C)-CAf ,. 7 *) (4.5.1) 
是 一 个 连续 的 开 映 照 就 足够 了 〈 见 命题 1.4.1) 。 
若 这 个 结论 已 证 实 ， 显 然 当 区 属于 了 (2，C) 时 有 
| X-(-X) |] =2 |) Xi Seve 
(参看 82.2 的 (X))， 这 推出 如 下 结果 。 
推论 4. 5.2 éfESLO, C) 内 任 一 一 半径 为 v2 的 开 球 


so 


市 下 的 问题 是 证 明 % 是 连续 开 的 肤 射 ， 定义 
olf,g)= Sup d(fz,gz) 
zeG 
其 中 i 是 通 纺 度量 ， 于 是 .了 SHERBET. 由 
的 连续 性 可 从 以 下 结果 推出 。 
命题 4.5.3 BSL (2, C) 中 的 4 对 应 于 y， 则 
og DVE lA4-71 
显然 ， 若 B 对 应 于 f， 则 
a (g,f)- of, 
«v6 || AB-! - I || 
«v6 A-B- |] Bll 
故 $ 在 SL(2，C) 的 任 一 元 素 B 上 连续 。 


106 


【命题 4.5.3 的 证 明 ] ”存在 一 个 表示 Mobius "B vh h B 
VERE B, HEB agh TL OWRD Chih —^RERIgÉD 旋 $4, 
把 选 定 的 9 的 一 个 不 动 点 移 到 9) 。 由 定理 2.5.2 和 4.2.2, 
有 


|| A-1|| = || BAB -T || 
和 a(hgh"',T) =a(gh',h-') 
-0(g,l) 


这 就 表明 可 以 不 失 一 般 性 地 假定 OG 的 不 动 点 。 附带 指 
出 ， 车 g 是 斜 驶 变换 ， 则 可 假定 yg 的 排斥 型 不 动 点 是 (可 
适当 选取 jz) 。 
然后 设 
‘a BY 
A= o 5 | , ad=] 

T OMAHA EQ AUS GR, 意味 着 在 任何 情况 下 
均 有 


|a] <1< 6| 
而 
az az Qaz+p 
d(z,g2)x;d(z, 5 ) 二 POUR, MM 
a 
2 |z| 2-3 , 
So arri 
a+ lz| D7 C+ | 
-ô 
< lad ,lg 


1 202 
jð jazi = l a. l> 
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最 后 一 行 用 到 了 算术 一 几何 均值 不 等 式 。 这 一 上 界 可 化 简 为 
一 个 与 z 无 关 的 值 ， 应 用 a6 =1， 即 有 
e (g,I)x |a-d] +218| 
la-H+ 11—9| *2 £l 
< Cla-1[?« 11-6]? + 18| 2) (14+1+4) 7 


-v6 A-Z || L] 
最 后 需 证 明 〈4.5.1) BAR, 这 可 由 以 下 结果 推 
出 。 
命题 4,5.4 4g» Jas + Mobius BK , REg. (w) 
>w, w=0, 1, oe 则 
(D. HERR AUGE A Keak TT) 
GD ECEN ERATI 


(aa b. 


其 中 ,为 1 或 -1 将 在 后 面 再 确定 。 在 下 面 的 论证 中 ， #4 
ga(co) = oo 则 要 作 一 些 显而易见 的 修改 ， 我 们 将 不 考虑 这 
样 的 情况 。 

因 


1 H 


di = ~— 
gs) = 9.0) — g.Co)2 - 9, (0) 


~~] 


故 可 选取 s, 使 得 esd. 一 1。 其 次 
(é,4,) (e,d,) = a,d, 
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200 Ae) 
JaC co) — 9,0) 


-—1 


Bin e.a. 1e XB 


a, 


, b, = d. g. (0) 


Ca = 


g.Co» 
me Hib TE; 于 是 4,->T。 这 就 证 明了 (i) did 容易 
A GO 和 命题 4.5 .3 推出。 口 


最 后 ， 我 们 来 完成 定理 4.5.1 的 证 明 。 设 .多 是 SLE, 
QC》 的 一 个 开 子 集 ， B Æp) HEY (关于 度量 拓扑 
J "》 的 开 子 集 。 则 存在 属于 $ 多) HH SIMA RTO 
CZ) RIJ’ Ia, ER 

Oga 9) —0 

由 €(g,,g) =F (gag D 
及 命题 4.5.4 知 存在 表示 9 .9 IBEEA.U IR ASI. DB 
CEP) 表示 g， 则 4,B 一 B， 故 对 所 有 充分 大 的 x，4.B 属 
于 多 。 这 就 推出 对 这 E n Ag. (= 6(A,B)) m FELZ), X 
是 一 个 巴 盾 。 L1 

4 B14 qz BR 4.5. 1 9 fX Bg da dese We ES — 
离散 拓扑 时 ， Z nTatcimTt. Hb 1.5.24 À 
看 出 ， 若 C 是 离散 的 ， 则 p G BSL, CÓ 的 离散 子 
群 。 反 之 ， 若 也 是 3 (2,C) HATH, MEU DBM 
离散 子 群 。 

当然 ， 若 G 是 -在 的 离散 子 群 ， 则 G 是 可 数 集 ( 见 2.3〉， 
设 为 G = {9,，9:，… } ， 并 且 当 -> + % 时 有 
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ll ga || > + © 
下 面 的 结果 正 是 由 于 这 一 点 本 有 用 的 。 
定理 4.5.5 设 K 是 区 域 D( 在 CG 中 ) 的 一 个 紧 子 集 ， 9 在 D 


内 不 取 0 和 Pe 则 存在 某 个 | RH DAK AX HER, 使 得 对 


e > © a @ è è o 8 $9 o o © 


于 天 中 所 有 的 z 和 几 均 有 


d (gz, gu) "PLU _ 


lg il? 
[证 ] ”定义 tw! 为 
2m,- inf ( d(z,w):zeK,wekD) 
并 设 


Big (co)eD， 故 对 于 天 中 的 2 有 

2m,«d(z,g !()) 

2 |ez * d| 
A+ dal € Cle? e Idi € 
WI) 有 类 似 的 不 等 式 ， 故 有 

(1+ |zl 5 dg l| mês Jaz 5|? - [ez 4 di? 


x 


由 
digz, gw) 1+ |z]? + 
~ d(z,w) < zie pera) 
1+ jw]? 4. 
x ( law + b| 2+ |cw +d]? ) 
BI RT EUH xt ER ie. g 


LENS C DIET 3111585812 2-3. 
IEI, gK) T L1 BEES 
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习题 4.5 
1. Rik: 车 sd -sc=1， 则 对 于 所 有 的 = 均 有 


Clal?+lel*) Claz+ bj? *1oz t d12241 
MHM4z2=-Cab+ed(lel?+lel*)' HM E Ear. 证 明 若 
g(z)= (gaz+b)(cz+d) !， 则 对 所 有 的 z 均 有 


1 laz+b\* *leztdi*. 2 


2. 设 G 是 使 HH? 保持 不 变 的 MMObius 变 换 群 。 证 明 G 中 每 一 元 素 
g 都 可 唯一 地 表示 成 g = f 的 形式 ， 此 处 f(z)=az+ bla>0,b5eR)， 
满足 (2) =i EHG R? x 8' ARK. 

3. 证 明 一 个 斜 驶 变换 序列 g。 有 可 能 收敛 于 一 个 椭圆 元 Rs 而 如 
果 这 个 序列 是 一 个 这 样 的 序列 ， 那 么 对 几乎 一 切 的 8s，9， 是 严格 斜 驶 
的 。 并 证 明 椭 贺 元 素 的 序列 不 可 能 收 线 于 一 个 斜 驶 元 素 。 


84.6 ik id 


关于 四 元 数 和 以 66ius 变 换 的 讨论 ， 可 参看 C12, C52 
和 C26) 。 文 献 C2) 和 C742 研究 了 如 何 得 出 SL (2,C) 
的 某 个 特殊 子 群 的 问题 ,此 子 群 与 给 定 的 .& 的 子 群 同 构 。 关 
于 Mobius 变 换 的 更 一 般 的 信息 可 参看 C30] 〈 特 别 是 关 F 
等 距 图 周 的 讨论 ) C513 和 £522 。 关 于 定理 4.2.2 和 4,.3.7 
的 详细 讨论 可 参阅 533. 
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第 五 全 ”不 连续 群 
§ 5.1 初等 群 


这 一 节 我 们 研究 《的 一 类 结构 特别 简单 的 子 群 。 这 类 子 
群 中 ,有 .# 的 所 有 有 限 子 群 ，4bel 子 群 以 及 RR 中 每 一 点 的 
稳定 核 等 。 

定义 5.1.1 的 于 群 (6 称 为 初等 子 群 ， 当 且 仅 当 在 RR 
中 存在 一 条 有 限 的 G- 轨 道 。 

此 处 的 关键 是 “有 限 ” 二 字 。 该 定义 并 未 提 到 离散 性 。 
-4 是 囊 的 直接 共 形 等 距 映 射 群 的 事实 表明 ， 只 要 在 双 曲 空 
闻 五 :的 闭 包 中 存在 一 条 有 限 G -轨道 ，G 就 是 初等 子 群 。 

显然 ， 若 有 某 个 点 是 G- 不 变 的 ， 那 么 G 就 是 初等 的 。 若 
G 是 45e7 群 ， 那 么 或 者 G 只 包含 椭圆 元 素 和 7， 或 者 G 包 含 某 
个 抛物 (或 斜 驶 ) 元 素 9。 在 第 一 种 情况 下 ,不管 是否 为 45ez 
群 ,由 定理 4.3.7 知 6 是 初等 的 ， 在 第 二 种 情况 下 ， 由 定 理 
4.3.6 GID 知 G 是 初等 的 。 因 此 .的 每 个 48eI 子 群 都 是 初 
等 子 群 。 

注 ， 有 时 也 将 满足 如 下 条 件 的 G 定 义 为 初等 群 ， 即 对 于 
G 内 每 对 无 限 阶 元 素 9 和 有 trcg,4] = 2; 这 等 价 于 9 和 天 在 
CG 中 有 一 公共 不 动 点 (定理 4.3.5) 。 按 照 这 个 定义 ,五 :中 点 
的 稳定 核 就 不 必 是 初等 群 了 。 

现在 假定 G 是 一 个 初等 群 ，{z,,…，z,} 是 它 的 一 条 有 
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限 轨 道 ， 我 们 来 考察 它们 会 出 现 几 种 情况 ,车 g 属 于 G， 则 点 
g^(2,) ,m=0,1,2,…， 不 可 能 都 不 相同 , 故 存 在 整数 m ,使 
得 9"! 以 zy 为 不 动 点 。 若 mm 是 诸 m HRR, MAEN A 
不 动 点 。 据 此 ， 可 将 初等 群 分 成 三 个 类 型 。 

BE ">3 或 者 {z:,…,z.} 不 包含 于 C。 


车 = 不 属于 C, 则 6 中 每 个 9 都 有 某 Ra ha, AA 
动 点 。 FE RIDE MATER! Has bite RFC, 
则 gy" 在 C 中 至 少 有 三 个 不 动 点 ,因而 是 恒 等 变 换 ; 故 仍 可 断言 
G 的 每 个 非 单位 元 素 都 是 椭圆 元 素 。 这 表明 ， 若 C 属于 型 1 初 
等 群 , 则 G 只 包含 椭圆 元 素 和 7。 由 定理 4.3.7, 在 万 :中 存在 茶 
个 z 是 G 中 每 个 元 素 的 不 动 点 ， 利 用 从 瑟 ? 到 8B 的 一 个 映射 使 
z 对 应 于 0， 即 知 G 在 CMR th St he FH RIE RS (3) 
的 一 个 子 群 〈 见 定理 3.4. 1) o 

型 2 n= EH. ETC. 

ZE SK AMIE FG St SEF € n — BE, ERED 
元 素 均 以 co 为 不 动 点 , 亦 即 具 有 z az + 5 的 形式 。 因 而 G 共 
生 于 复 平面 上 欧 几 里 德 相似 变换 群 。 

型 3 ”= 2 并 且 r 和 zs 属于 C。 

在 这 种 情形 下 ,G 共 轿 于 .2 中 一 个 子 群 ,这 个 子 群 的 每 个 
元 素 均 使 {0, 1} 保持 不 变 因而 具有 形式 

Zi—>az’", a2>=0, s?*-] 


ino see F th | 至 | 引入 度量 的 空间 C\ (0) 上 的 等 距 变 


换 群 。 
现在 我 们 来 刻画 所 有 的 离散 初等 群 . 若 G 是 型 1 的 离散 初 


等 群 ， 则 必 为 有 限 群 , 且 可 假定 G 的 每 个 元 素 都 以 H? 中 的 点 j 
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为 公共 不 动 点 。 于 是 由 定理 4.2.1，C 中 每 个 元 素 9g 均 有 
hg ll? =2. Ae GHPFSO3) 的 一 个 有 限 子 群 ， 从 而 共 
PETA TE SHAM RR e 
我 们 可 以 利用 G 是 有 限 群 的 事实 得 出 G 的 种 种 可 能 的 构 
造 , 而 无 需 涉 及 正 多 面体 。 我 们 说 C 中 的 一 点 "是 一 个 顶点 ， 
ROE OR AT JURO (1) 的 不 动 点 ; 以 了 表示 顶点 的 集 
合 。 现 在 我 们 考虑 有 限 集 
E= { (gv); geG, gol, veV, glv) =v} 
的 元 素 个 数 LEL , 因 G 中 的 每 个 元 素 y (入 1》 都 是 椭 贺 元 素 ， 
而 且 恰 好 有 两 个 顶点 是 9 的 不 动 点 ， 故 有 
| 如 | =2( |G] -1) 
由 于 顶点 vz 的 稳定 核 是 G,， 故 又 有 
Bl= 5 eu -D 
vey 
J&V nf LAG X123 HE ERAR REV eVa, FAV ooh 
dg vii Box T SB. Wa; RON 


j=1 per j 


全 
= DO V4) (ay 1) 
j=l 


最 后 ， 因 每 条 轨道 G(2) SHDSGEG/G, —— HM, ANM F 
7 ;中 的 > 有 7 ;= G (vw) , 且 


. le . Ie! 
Wil = dej on: 
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Her 
" 20-6 )-2X0-1) wan 


jel j 
WANG ESE LE, ie iG| 2, JPH. 


1-2 (1- a)2 


BELA, Muf 


这 些 不 等 式 连同 (5.1. D. CHA HEU s = 2 或 3。 
情况 1 s=2 
在 这 种 情形 下 ，〈5.1.1) 式 化 为 

iG! je, 


ny 8. 


He; x] Gi 有 
IG) =”, = As IW] = |V. =1 
因而 在 这 种 情形 下 只 有 两 个 项 点， 并 且 每 个 顶点 都 是 G 中 每 
个 元 素 的 不 动 点 。 经 共 馈 变换 ， 可 取 顶 点 为 0 和 0, 从 而 6G 是 
复 平 面 C 的 有 限 循 环 旋转 群 。 
情况 2 s=3 
在 这 种 情形 下 ， “(5.1.1) 式 化 为 


n, n Rs Jej 
Pin ni n4, p S& n, 23 会 导致 着 盾 的 结果 ， Wn, =2, 
于 是 有 


En >n AW 052z RI HOE, Hen. = 2 或 3。 若 zz: = 2, 
则 推出 

C IG] ,2;,1,,n = (2,252.0) (nZ2) 
XSP EnA TR RRR (二 面体 群 D,) 是 同 构 的 。 
此 外 ， 对 于 满足 s = 3, 2,=2, n = 3 和 


ng 


的 那些 情形 ， 其 整数 解 为 

ci) CÍGl ,0m,n,,.) = (12,2,3,3) 

Gi) (CIG| ,n,,n;,n) = (24,2:,3,4) 

Gii) C[G| ,2,,2,,n,) = (60,2,3,5) 
这 些 群 分 别 同 构 于 4,，S ,和 4:， 即 四 面体 对 称 群 ， 八 面体 
对 称 群 和 二 十 面体 对 称 群 .更 详细 的 讨论 可 参看 5.5 节 所 引 的 
文献 。 

我 们 继续 研究 离散 初等 群 。 下 一 个 结果 揭示 了 型 2 和 型 
3 群 之 间 的 本 质 区 别 。 

定理 5.1.2 若 9 是 斜 驶 元 素 ， 假定 f 和 9 只 有 一 个 公共 不 


和 


. 9 è 9 9 


TEJ AHH Jee A TERRE HAS 
ABE 0°, BAP 
g(z) =az (lal >1) f(z) =az+b 
《必要 时 可 以 g-! 代 替 g) 。 
于 是 有 
gafg'(z) =az+a-*b 
由 f 和 g 只 有 一 个 公共 不 动 点 ， 知 ?0。 因 jal >1, Hem] 
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Ilg-*fgt ll, 2-252. 
Ak a mam ag EH A es Bib. 9 不 是 离散 
的 。 为 使 证 明 更 加 直观 明了 ， 读 者 可 画 一 个 图 ， 标 出 点 z， 
g'z, fg^zfüg "fg" GO 的 位 置 〈2z 充 分 大 ) 。 E 

WERECR SOSH, HoRIJETIWSRE. MA, 
G 必 含有 抛物 〈 或 斜 驶 ) wR. EGRE VA So AJ b 点 的 38 
物 元 素 9， 则 G 的 每 个 元 素 都 以 co 为 不 动 点 〈 因 为 所 有 其 他 
轨道 是 无 限 集 ) ， 并 且 G 没 有 斜 驶 元 素 〈 由 定理 5.1.2) 。 这 
样 的 一 个 群 属于 型 2 群 。 若 8 有 一 以 0 和 co 为 不 动 点 的 斜 驶 元 
素 9， 那 么 G 的 每 个 元 素 都 使 集合 (0,00) 保持 不 变 。 而 这 即 
意味 着 G 不 可 能 含有 抛物 元 素 ， 故 C 属 于 型 2 或 型 3 群 。 

现在 来 考察 具有 抛物 元 素 的 型 2 离散 群 的 构造 。 这 时 ，C 
所 含 元 素 除 7 和 抛物 元 素 外 ， 还 可 能 有 椭圆 元 素 。 

经 共 斩 变 换 ， 可 假设 G 的 每 个 元 素 均 以 co 为 不 动 点 A 
而 具有 形式 :z Iaz+Ap。 由 于 这 种 变换 或 是 燃 贺 的， 或 是 抛 
Wi kA lal = 1 于 是 C 共 恩 于 C 上 的 欧 氏 等 距 映 射 群 。 

我 们 称 w 为 映射 z azt LRT i w Aa, RRI A R 
子 。 显 然 , 当 且 仅 当 9 是 抛物 元 素 或 7 时 w, = 1。 容 易 验证 G 中 
元 素 的 乘 子 的 集 38 是 {1z| - 1) 的 一 个 〈 乘 法 ) FR, FE 
DAO Cg) = a, 定义 的 映射 0: G 一 5 是 G 到 5 的 同 态 。 当 且 仅 
当 g 是 抛物 或 恒 等 变换 时 a，, = 1 的 断 语 等 价 于 6 的 核 Z 是 G 中 的 
平移 子 群 。 因 G/T 同 构 于 5S(=0(G)) ， 所 以 我 们 可 以 通过 
给 出 S 和 T 的 具体 表达 式 来 刻画 G; 这 有 助 于 把 抛物 元 素 和 椭 
圆 元 素 分 开 。 

首先 证 明 S 是 有 限 循环 群 。G 含 有 平移 变换 ， 设 为 f(z) 
Hata, Aglz)=az+PRFe, Wd 
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gíg ^ (25z*aÀ 
ORE, SPS PETS Gas lestsa, MPG SUE 
REM] NSEC PARRA PASH {1z| =1} 上 的 一 个 有 限 
子 群 ， 并 且 它 必定 是 一 个 循环 群 。 
我 们 其 至 可 以 获得 关于 5S 的 更 多 的 信息 。 设 f 和 g 如 上 x 
所 给 ， 则 


fUQfg (ss (a—1)% 
因而 如 果 je — 11 <1, WEE Gh pp TE the ltd TE 
lil = ja ~ DFI fal 
同样 的 论证 得 出 G 中 的 平移 变换 z !->z+ 入 ,满足 
last = em1l*IA->0， Nn->+oo 
而 这 违章 了 G@G 的 离散 性 。 于 是 对 于 4 中 的 每 个 kA ie-1 
之 1， 由 于 4 是 循环 群 ， 比 如 说 - 
$21(1,o0,0?,«-5,0*7! | 


其 中 
@=exp (271) 
q 


可 以 看 出 g 委 6。 事 实 上 ，V&s 盖 5; 因为 
fgfg'(z)-z* (a4 1A 

以 与 上 述 完全 相同 的 理由 断言 必 有 le + 1| 1, 这 意味 着 9 天 
5; 因 若 q =S REA lor + 11 <i MARAT REM, Big = 1,2,3， 
4 和 56， 都 存在 。 

现在 来 讨论 ?7 。 设 4 是 的 集 ,和 1 是 使 21->z+%4 属 于 G 
的 复数 ; SAT = A- {0} 。 由 于 G 是 离散 群 ，4 在 C 中 不 可 
FEA RRR, ik A 含有 一 个 具有 最 小 模 〈 大 于 零 ) 的 元 素 
Ao EA (22i neZ} ， 则 
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T= {zl»ztnihine® } (5.1.2) 
IRA BORE MITEA- {nas neg} 中 存在 一 个 具有 
RPE (大 于 零 ) 的 元 素 4， BRA lel > ia. PEEM 
2 > 十 7 M, neZ (5.1.3 
民 于 CG ,我 们 要 证 明了 恰好 是 由 这 些 平移 变换 所 组 成 。4 No 然 
不 是 4 的 实数 入“〈 否 则 可 表示 成 4= (hk + ODA, Heke Z, 0x 
6<1, 并 旦 应 考虑 2) 。 因 而 2 和 4 生成 R ERDHE zs M 
>， 才 zz rz+? 属 于 G， 即 可 表示 成 
y= (@,+MA4+ (m + PH 


1 


HoBhn,meZBaz.yc ci, 2 


FR. 


] FREY A-mM, WR A 


|p= ms mi| = leat yu] < la 
之 所 以 有 严格 的 不 等 式 是 因为 2 和 /是 线性 无 关 的 。 这 就 推 
出 

y-njÀ-m,ue [| nÀsneZ } 
改 了 恰好 是 平移 变换 (5.1.3) 的 集合 

现在 就 可 以 来 描述 GQ 了。 在 G 中 选取 9， fe ZA AR FO, 

HOARS, Tato, gs 9° "MIF Ho, o^, 0.017 
(0*-1, q—6) , MCAAR TRA AX 

G=TUTgU = UTg 
这 表明 G 的 每 个 元 素 具 有 形式 

Z> OZ AnA + mu 
thk, m, njESECÉ, O«ck«z9Hq«9, q5, 
Rik, RCRRA RHET 38 I9 EC ER IE BUE C 1109) 9 

j ATER ALLO co WRD A, 则 具有 形式 


g(z) = az, ax 
由 9(g) = |a,| 定义 的 映射 0:G->{zeR': 20) 是 
GANE KA FER HO PAS KROME IAG bal 
TRAR. AFC ORME) 是 离散 的 ， 知 召 是 由 z ! 一 22 生 成 
的 有 限 循环 群 ， 其 中 “= 1 。 
RRO) ERA { 1961 :geG} XR EIS 可 能 以 1 为 
凝聚 点 ;否则 存在 G 的 不 同 元 素 9 ,满足 


Il g. I|? = lanl? + 一 2 (ga (2) = ai2) 


cl. 
la,| ? 
这 与 离散 性 相 违 。 容 易 看 出 ， 乘法 群 0(G) 具 有 形式 

0(G)= {A':neZ } 
其 中 4 是 某 个 正 数 ,不 妨 设 yg (OD = az， lal =’; FÆGRI 
集 分 解 式 


G= U Zg* 
并 且 G 的 每 个 元 素 具 有 形式 
zi+otez (5.1.4) 


其 中 re2y ke ZHO<k<q.# jal =1, MOG 是 平凡 群 ， 
而 且 6G 是 型 1 有 限 循 环 群 ， 否 则 ，G 是 无 限 群 , 它 含有 斜 驶 元 
素 ， 并 且 无 论 如 何不 会 含 抛物 元 素 。 

最 后 ， 我 们 考察 这 一 类 型 的 一 般 离散 初等 群 。 不 妨 设 
(0, oc} 是 G 不 变 的 ， 且 以 G。 表 示 G 中 以 0 和 oo 为 不 动 点 的 
那些 元 素 ， 因 而 G, 具 有 6.1.0 式 所 给 出 的 形式 。 若 G, 是 
G 的 真子 群 ， 则 G 必 含有 某 个 元 素 1 满足 

hO = co， AC) =0 
通 过 再 一 次 的 共 力 变换 〈 保 持 0 和 co 不 变 ) ， 可 假定 2(1) 
120 


-1, 因而 Cz) = 1/z。 车 G 中 的 f 使 0 和 oo 互 换 ， 则 fr, 
因而 Go 是 G 中 指数 为 2 的 子 群 ， 这 表明 G 的 所 有 元 素 或 具有 
(5.1.4) 的 形式 或 具有 形式 
z orant 
这 就 完成 了 我 们 对 所 有 离散 初等 群 的 讨论 。 一 般 地 说 ， 
我 们 更 感 兴趣 的 是 .4 的 非 初等 子 群 。 在 结束 本 节 前 ， 我 们 
再 介绍 两 个 不 涉及 离散 性 的 结果 ， 这 些 结果 始 出 了 非 初 等 群 
的 必要 条 件 。 从 第 一 个 结果 就 可 看 出 这 类 子 群 的 复杂 性 。 
定理 5. 1.3 a 


证] arcas. xcu Was, HG 
只 含 Z 和 椭圆 元 素 , 则 G 是 初等 群 。 故 G 含 有 一 抛物 元 素 ， 可 取 
其 为 
fiz)=z+1 
G 中 任意 的 9 均 可 设 为 


n ~ (atne)z+ b+nd) 
f"g(z) ez rd 


tr? (f'g) = (a d 9 no)? 
根据 假定 ， 六 9 不 是 斜 台 元素 ， 从 面 对 所 有 的 整数 上 有 
0< (at+dtne)?<4 
KMe= 0。 这 意味 着 G 的 每 个 元 素 都 以 oo 为 不 动 点 ,于 是 G 是 初 
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群 等 ， 与 定理 条 件 矛盾 。 央 此 ， 每 个 非 初等 群 都 含有 斜 驶 元 
素 。 

纲 在 著 察 任意 一 个 非 初 等 群 G， 并 设 9 是 2 的 一 个 以 wa 和 

ann deR, GIGI ME, MEO PIP PA E 
» b) ee 有 两 种 可 能 
G) , fi fn (ao, ÍB) AHA; 
cii) " Bim (fo, TA 促 有 一 个 公共 点 。 

在 情形 CO 时 ，? 和 9 = fof "EDU AXE uu 的 t 
UIC. ADRA (eZ) REMESA Jil Bt 
ICE, Ng’ aig CIR akg emg Ih, EME BA 
相同 的 ， 并 且 收 化 于 cc 和 有 CLR 4.3.10 。 

在 情形 GD 时 ，9 和 9 恰好 有 一 个 公共 不 动 点 ， WE 
4a， 故 由 定理 4.3.5，? = Cg, g0) 是 抛物 元 素 , 且 以 0 为 不 
动 点 。 因 {a} 不 可 能 是 G- 不 变 的, 故 存 在 G 的 菏 个 元 素 产 不 
以 c 为 不 动 点 ， 从 而 4 = kph :是 抛物 元 素 且 不 以 a 为 不 动 
Kio Fikkatig (或 [和 g,〉 没 有 公共 的 不 动 点 。 故 对 于 适当 大 
Hn, gg g 是 没有 公共 不 动 点 的 斜 驶 元 素 , 于 是 可 应 用 
情形 O 的 结论 。 口 

定理 5.1.4 设 f Cx D. AES PE IT Mobius 变换， 
且 以 0(2gfg^ 定义 映射 HN BOE A (n 
=f, ad, 9) 是 初等 群 且 有 0*(9) =f, 

[证 ] 定义 Fo=9,，g»=0*(g) ,. M ili mmo 有 

gmn+i= Gat (gs) ~ 

先 设 f 是 抛物 元 素 ; 不 类 一 般 性 可 设 f(z)=z+1。 因 
gi cS gU dB, Wed CH, BAC —P A 3H. 
Fr, g big C 为 不 动 点 。 因 E Egal c AK 
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动 点 Wha. oR SR. Mig. (=f) 以 oo 为 不 动 点 可 推出 
每 个 g; (包括 go》 均 以 % 为 不 动 点 。 这 表明 (fj,，9) 是 初等 
群 ， 它 的 元 素 都 以 SARA A. LAELA eM sp zx 
物 元 素 ， 故 而 与 f 可 换 ， 干 基 有 gs =f. 

再 设 f 有 两 个 不 动 点 ， 不 妨 假定 f(z) = hz E ge 
…，9， 者 有 两 个 不 动 点 。 假 设 gi4 OM = 为 不 动 点 《就 像 
g. 那样 》， 则 ` 

{0,27} = {g,0), g, (©) } 
但 9. 不 可 能 使 0 和 ce Ah (0290 否则 Cg.) EAORI eo 为 不 
动 点 ， 且 其 它 的 点 也 是 它 的 不 动 点 ， 寺 是 9 是 二 阶 的 ， 从 而 
j Gt SF 9 0 LE ST Hy 1S H2 g LLL AOR % 为 不 动 点 时 ， 
T IRR OSD AI: og ,都 以 0 和 蕊 为 不 动 点 。 这 宕 明了 和 
9 使 集合 (0, o} RETRE, AMG, p 为 初等 群 。 同 +É, 
Hg, 与 了 可 换 故 gx =f. L) 

最 后 ， 和 希望 读者 能 将 这 些 结果 同 1.5 节 中 的 讨论 联系 起 
来 。 


习题 5.1 

1. M& G 是 一 个 初等 群 及 包含 一 个 以 co 为 不 动 点 的 揭 物 元 素 。 TX 
证 明 ， 若 所 有 这 种 抛物 元 素 的 群 趾 竺 处 群 ， 则 C 内 任何 类 阅 元 素 都 是 
二 阶 的 

2. 求证 ， 当 且 仅 当 对 G 内 所 有 的 fig, Go p OFM, BED 
初等。 

3. RIE: E gmh eT CR. Wg, REAR. Cg. PE 
离散 吗 ? 

A. RE: MÍ} 
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zine (i loglz! ) 


是 具有 度量 laa! 的 穿孔 平面 C~\{ 0 } 到 具有 欧 氏 度量 的 圆柱 面 8i 


x 尽 ! 之 间 的 一 个 等 距 映 射 , 证 明 使 { 0,0 } 保持 不 变 的 初等 群 同 构 于 
该 圆柱 面 上 的 一 个 等 距 映射 群 。 求 出 对 应 于 这 个 群 的 元 素 21 az! f 
欧 氏 等 距 映 射 ， 其 中 p = 1 或 ~- 1。 

5. 设 
G+Hz2-Att) _ 
(1—-4)z t (1-1) 
Kpi-i1/v2 。 求 证 ，9 是 以 某 个 点 ws 关 0 为 不 动 点 的 抛物 元 素 。 并 由 此 
HEM fof AU - z 为 不 动 点 的 抛物 元 素 , 从 而 人 f，9) 是 非 初 等 
群 。 再 证 明 依 照 定理 5.1.4 中 的 记号 ， 无 论 如 何 都 有 6:(9g) = f. (EH 
5,1,4 中 关于 不 是 二 阶 元 素 的 假设 条 件 是 必要 的 )。 


了 (z) = =z, g(z)= 


85.2. 具有 一 个 不 变 贺 盘 的 群 


下 面 将 研究 .和 的 具有 不 变 圆 盘 的 子 群 ， 这 里 先 给 出 这 类 
子 群 的 特征 。 


定理 5， 2 1 设 G 是 + DST, ona ae a 


* e " 9 > © > — 3.9 © > © © «© 


s 9 > 9» © > 9 >ù * ù > 


i. 我 们 GRO dicit. catia uc Jose a0 REM 
必要 的 ; 例如 ， 当 
Pp(z)=z+1, q(z)=z+i 
Bb, (P: O ERAR ERAT RE HR m (7) 却 有 无 限 
多 个 不 变 圆 盘 。 
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[iE] ”由 定义 4.3.3 直 接 推出 ， 若 G- 不 变 贺 盘存 在 ， 
NGRA FERRER. 

MEHE, BOIER. HEH 
5.1.3, 在 CG 中 可 以 找到 两 个 不 同 的 没有 公共 不 动 点 的 任 驶 元 
素 〈 且 知 为 双 曲 元 素 ) 9 和/。 经 共 移 变换， 可 设 9 的 不 动 点 
ADAM co, 

BERG ALE — 70s f . Fi FARE RT IE 


u 0 a P 
s= (o wu)? $= (y 5) 


其 中 每 个 矩阵 都 属于 SL(2,C) 。 由 9 是 双 曲 元 素 ， 可 知 .4 
是 实数 。 记 
ti=tr(f)=5a+ô 
ô 
t. = ir(gf) =ua t 


因 了 和 98f 不 是 严格 斜 驶 元 素 , Wet A AS LE a0, 
HIR SM M EUCH ERE OH fo. Lf 
T 
n= (°°), ad—be=1 
cd 
则 和 4 是 实数 。 因 8 是 双 曲 元 素 ， 又 有 atd) >h B S 
动 点 为 


_ (a-d) +C(a+djt -43 
2c 
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FFA eso, (bff ws de Be IX Sg RhoA 
£X. AD EMI RIA, N wu FE PA FY RGN Ree PÀ 
曲 元 素 9 FOR OAR ah IE. AT DA FIL far 065975 25 TE HA 
但 上 述 的 代数 证 明 似 乎 更 简单 些 。 

不 妨 设 9 和 8 的 不 动 点 位 于 实 轴 上 。 干 是 9 和 4 使 下 保持 不 
变 ， 并 且 7 的 怎 几 中 每 全 数 都 是 实数 。 而 


au 4 fc * 
fhe 
“ ph+ od ` 


其 主 对 角 线 上 的 元 素 是 实数 Ha, b, c, d, afio KE H. 
5cs0， 推 出 8 和 ?是 实数 ， 故 属于 8 工 〈2, R) 。 这 表明 G 的 
FE TCR ABE REE 。 

RU, UEDE RAM. XE PGrhOE-—ÓSUBCCR b, 
Hehe (2) BER PAAR AA OIBRASS.10 。 通 过 先 取 z 为 D 
内 的 点 然后 取 z 为 D 外 部 的 点 , 划 可 看 出 所 有 的 双 曲 不 动 点 必 
MEDIA E. TEA EOS VR AG SIUE 其 公共 边界 包 
& PRAT AO US a CB AEBS.) 。 ` J 

上 述 证 明 最 后 部 分 的 论证 表明 : 若 9 是 具有 不 变 圆 盘 刀 的 


抛物 人 mei A 


e e 9 9 o > 


Cien co EAD. Pre a - 一 个 不 动 点 ， Mox TD 
的 反 演 点 也 是 不 动 点 ， 因 为 反 演 点 和 0D 在 g 的 变换 下 保持 不 
AB 因此 ， NOTAT TRI 则 9 的 两 个 不 


习题 5.2 
1, XÀ RD S HEC RISER FAAP RAE DIT Ry 的 不 动 点 
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WREE JELE e EA - PER TSE. 2), 


8 5.3 不 连续 群 


先 给 出 一 个 一 般 性 的 定义 。 
定义 5.3.1 KAEMI, GEXA A trey E 
it. WS OSAP NA f RIA C HER 02h 均 有 
gU yk =e 
我 们 就 称 G 在 XX 上 的 作用 是 不 连续 的 。 


在 以 后 的 应 用 中 ,我 们 常 取 妨 ?的 具有 通常 拓扑 的 子 集 为 
X, ME MUNA, ,即使 是 在 最 一 般 的 情况 下 ,也 容易 得 出 一 些 
有 用 的 结果 。 假 定 C 在 和 上 不 连续 ， 则 下 列 命题 成 立 。 


G 的 每 个 予 群 在 六 上 不 连续 (5.3.1) 
die X IY aon, MPEG” 

在 Y 上 不 连续 ; (5.3.2) 
若 了 是 六 的 G- 不 变 子 集 ， 则 

GHEY. 上 不 连续 ， f (5.3.3) 


HireX, Jis 2s "e “, 是 G 的 不 同 
JEA FEI Cr? E gaa) » 7 


Bar Ace TX He ERI aga (8.3.4) 
HiveX, 则 稳定 核 G: 是 有 限 集 ; (5.3.5) 
di CLA X C RS , 则 @ 是 可 

数 的 。 (5.3.6) 


[证 ] (5.3.1) 和 (5.3.2) 显然 成 并 。 若 YCX， © 

则 了 的 任何 紧 子 集 也 是 下 的 紧 子 集 ， 克 (5.3.30 Mor. XE WE 
Bj] (5.3.4 只 需 注意 到 , 如 果 所 给 的 序列 收 钱 于 某 点 y, 则 
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K={ Yo lsGr CL) 9 Galax), ov } 
是 一 个 紧 集 。 因 9, (K) F1 K2x6 (2 = 1 2,…) 并 且 DBE 
不 相同 的 , 故 G 在 XY 上 不 可 能 是 不 连续 的 ;因而 (5.3.4) 成 立 。 
HEX Pe He (RRR, Ak (5.3.5) 是 定义 的 直接 
Hit. B. di (5.3.5 和 G/G, 与 轨道 G (x) 之 间 存在 的 
一 一 对 应 关系 《4.3 节 ) ， 即 知 仅 当 G(z) 可 数 时 G 可 数 。 
但 因 及 :中 任何 一 个 不 可 数 集 必 含 有 自身 的 一 个 极限 点 ， 故 由 
(5.3.4), G GD 必定 是 可 数 的 。 这 就 证 明了 6.3.6), D 
我 们 的 目的 是 就 . 妈 的 子 群 研 究 离 散 性 与 不 连续 性 之 间 的 
关系 。 首 先 考 虑 G 在 五 ?上 的 作用 。 
定理 5.3.2 iT OMI MANGAN: [Tui 
续 。 
” [HE] ”人 先 假 定 G 是 离散 群 ,由 G 是 SL (2,C) 的 一 个 离 
散 子 群 〈 因 而 是 可 数 子 群 ) 的 同 坊 像 ， 知 G 是 可 数 的 , 设 其 为 
G= {992s c7) 
FAG BARE, Il g. | > + eo, EA. 2. LEN PH HH -> 
+ ce 时 有 
Pg — + (5.3.7) 
KA 3.3.5 SH Ay EK FH HR ER 
B= (zeH?:p(z,j)«k) 
之 中 ,车 g OO K<6, Wig BN Bs, 从 而 
P(j,g()))<2k 
但 由 (5.3.7) 知 ， 这 只 对 G 中 有 限 个 g 成 立 ， 因 而 G 在 H? 上 
不 连续 。 
现在 假定 G 在 H: 上 不 连续 (或 在 C 的 任何 一 个 子 区 域 
上 不 连续 ) 。 若 6@ 不 是 离散 群 , 见 可 在 SL(2,C)》 中 找到 互 
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EX Id A, PERS MERE OH ANG, ga, oo BEAR n> © 
BFAI FU (4.1.4) 即 推出 对 尽 * 中 每 — dag. GO 
一 xz。 这 显然 与 (5.3.4) 相 违 , 从 而 推出 6 必定 是 离散 的 。 口 
现在 我 们 把 注意 力 转向 扩充 复 平面 ,研究 在 C 的 开 子 集 
上 不 连续 性 与 离散 性 之 间 的 关系 。 当 然 ， 从 定理 5.3.2 的 证 
明 可 以 看 出 ， 著 6 在 C 的 某 个 非 空 开 子 集 上 不 连续 ， 则 G 是 
离散 群 。 但 逆 命 题 不 成 立 ， 可 以 找到 离散 O, CECH 
任何 开 子 集 上 都 不 是 不 连续 的 。 为 了 给 出 这 种 子 群 的 一 个 简 
单 例子 ， 我 们 先 建立 判定 一 子 群 不 是 不 连续 群 的 一 个 准则 。 


引 理 5 .35.35 RGE M ty te THE. (EROS UTER 


eee > 9 ^» © oo eo e$ ò @ s 
. è 9 oo ù © è @ ‘© è e @ ù © 9 @ 


oe 9 9 @ 9 o 


Ciel 结论 是 显而易见 的 : PN IU ERE ERG [0,8 Eh g 25 88 (C 
MA RATT, MR Gg A ea ERMC. 7c NA E, iX 
45 (5.3.5) 相 违 。 口 


例 5.5.4 设 G 是 Picard 群 ， 即 形 如 
g(z) = 一 一 一 - (5.3,8) 


的 变换 组 成 的 群 ,其 中 a,5,c,d 是 Gawuss 整 数 ( 即 形 如 m+in 
的 数 ，m，4 是 整数 ) 并 且 ad - bc = 1。G 显 然 是 离散 群 。 
由 引 理 5.3.3, 只 证 明 G 的 所 有 抛物 不 动 点 的 集 在 C 稠 密 


就 是 够 了 。 令 w= 二 (eig, Pp, g, rE Be 


显然 ， 这 种 w 的 集 在 C 稠 密 。 而 我 们 容易 看 出 
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(i= wr? z+ riw? 
= rłz+ (Le wr) 


GALA Aah gn 9 CR, ue 

Tet 185 BASAL UrSE 4e £F zi BS OBE E C 的 
某 全 开 子 集 上 的 作用 不 连续 。 若 只 限于 考虑 非 初等 群 ， 对 此 
问题 的 阐述 则 将 更 为 清晰 ; 初等 群 的 情形 是 相当 容易 的 ， 我 
们 把 它 浪 给 读者 去 讨论 。 应 当 指 出 的 是 ， 我 们 仍然 不 是 在 一 
开始 就 假定 所 讨论 的 子 群 离散 。 

我 们 在 考察 斜 驶 元 素 的 不 动 点 的 基础 上 进行 讨论 ; 先 证 
明 一 个 子 备 性 结果 ， 它 使 我 们 能 够 确定 这 类 不 动 点 的 位 置 。 

引 理 5.3.5 pp E E TBI Bog ge -4 JE B. g( SIOZ, 


A(z) = 


e © @ € + 9 è > = = = @ è òo o o @ o 


Mi 不 妨 设 y( o) = co。 fet 设 F, 0xE—^ 
ERAR (AREKE ， 显 然 在 了 的 边界 上 没有 9 的 不 动 
点 。 若 g 是 椭圆 或 抛物 ) 元 素 ， 则 必 为 欧 氏 等 距 变换 ,而 这 
H ( SICUEAMAM. Mig BeBe, MTG te d 
一 个 非 不 动 点 w， 象 虑 序列 g "Co) ，2=1，2，… EREI 
的 一 个 不 动 点 v。 当 we 了 3 时， 这 些 象 点 都 位 于 9( 驴 内 ,从 
而 ze9 CX), g 

现在 着 手 研究 在 GC 的 子 集 上 的 不 连续 性 。 

定义 5.3.6 设 G 是 .如 的 一 个 非 初 等 子 群 (不 必 离 BO , 
以 4 表示 G 中 任 驶 元 素 的 不 动 点 的 集 合 。 称 4, 在 中 的 闭 包 
44G) 为 G 的 极限 集 ， AC WRK DO HEA A 常 集 。 

通常 我 们 简写 为 4 和 人 ,不 提 及 G6. 顺便 指出 ， 车 GG，， 
Ti 
n ACD C AQ 0, 9 (0) DQG) 
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我 们 先 研究 4， 然 后 研究 2。 
定理 5.3.7 ERE nO Vigo EC 


UU iis 因 4, 是 G- 不 变 的 ， 故 4 也 是 G- 不 变 的 。 根 据 定 
义 知 4 是 闭 集 ， 由 定理 5.1.2 有 4 关外 设 刀 是 CHER ME 
空 G- 不 变 闲 子 集 。 因 G 是 非 初 等 群 ， 每 条 轨道 都 是 无 限 的 ， 
故 妈 是 无 限 集 。 任 到 G 中 一 个 斜 驶 元 素 g 的 不 动 点 w， 在 下 pie 
在 9 的 非 不 动 点 ww, 集 合 {g" (w) ，neZ} 凝聚 于 (及 9 的 
一 不 动 点 ) 。 因 8 是 闭 集 ， 故 ve 如。 这 表明 4oC， 于 是 
ACE, 

这 一 论证 同时 也 表明 4 没有 孤立 点 〈 可 取 几 属于 A, 但 
非 9 的 不 动 点 )， 从 而 4 没有 孤立 点 。 没 有 孤立 点 的 闲 集 为 完 
全 集 ， 已 知 任何 非 空 完 全 集 为 不 可 数 集 。 故 4 是 完全 集 ， 定 
FR iE EE O 

定理 5. 3. 人 4 中 稠密 。 事实 
上 ， 还 有 如 下 更 强 的 结 

285.00 DOR IEEE 
的 开 集 ， 但 都 与 4 相交 人 它 的 一 


ee 


cub? end Pctro iS d. POUR 
HARRER, Mn + oft, f^ e4ECN (8) 的 每 个 
紧 子 集 上 为 一 致 收敛 ,f-* 一 在 C\ {a} 的 每 个 紧 子 集 上 为 
一 致 收敛 (定理 4.3.10) 。f 的 排斥 型 不 动 点 正 是 f-! 的 吸收 
型 不 动 点 。 

现在 考 虚 定理 所 设 的 G，0 ,和 0,。 由 定义 5.3.6 推 出 存 
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在 一 个 斜 驶 元 素 ?， 其 吸收 型 不 动 点 属于 O:， 且 还 存在 另 一 
个 斜 驶 元 素 9g， 共 吸收 型 不 动 点 属于 0;。 由 定理 5.1.3， 在 在 
余 驶 元 素 f 以 a 为 吸收 型 不 动 点 ， 以 8 为 排斥 型 不 动 点 ， 并 且 
这 两 个 点 都 不 是 7 的 不 动 点 。 选 定 某 个 充分 大 的 m， 使 得 元 
ES 

g-p'fp" 
的 吸收 型 不 动 点 wa: C= 2™a》 和 排斥 型 不 动 点 B61 (= p7fD 
属于 0，。 然 后 选取 充分 大 的 ?使 得 

h=g" 
把 9. 上映 入 〇 ,s a= hla) o 参看 图 5.3.1. 


图 5.3.1 


Auk. Vau FI EEG KU E 
BEC ECO, 
a, KC KC O, 
HL EK, Wn + olttg* a EK E29— Ele oe. 
HFR CK) fa, 的 一 个 开 邻 域 , 故 对 于 所 有 充分 大 的 sa 有 
g" K)Ch (K) 
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从 而 
hg*(K) CK (5.3.9) 

B] h(a.) EE, a, RRA OB) , Asin + o 

atg AER CE) 为 一 致 收敛 。 于 是 对 所 有 充分 大 的 x 有 
gh (E) CE (5.3.10) 

选取 7 使 (5.3.9) 和 (5.3.10) 同时 成 立 。 由 引 理 5.3. 5, 
289 "是 斜 驶 元 素 ， 它 的 一 个 不 动 点 属于 KK; IR, gh Hm 
(g') 有 一 个 不 动 点 属于 妃 ， 故 549 有 一 不 动 点 属于 如 。 O 

定理 5.3.7 和 5.3.8 都 不 要 求 C 是 离 表 群 如 果 增 添上 C 是 
离散 群 的 假设 条 件 ， 就 可 通过 任何 一 条 轨道 来 描述 4。 对 于 
C 中 每 一 点 z， 以 4(z) 表示 具有 下 述 性 质 的 点 w 的 集 ， 即 
存在 G 中 不 辣 元 素 9 .使 得 9. (Zz) 一 也 (点 9 (2) 不 必 互 不 相 
BD. 

定理 5.3.9 TG Bode) SERT RE, WE C HS 
有 的 = 均 有 1 = ee ttt ttn 

注 : He |>22 生成 的 群 表 明 , 如 果 只 假定 C 是 离散 群 , 定 
理 的 结论 就 可 能 不 成 立 。 使 单位 圆 盘 保 持 不 变 的 Mobius ® 
换 群 表明 ， 如 果 只 假定 G 是 韭 初等 群 ， 定 理 的 结论 也 可 能 不 
或 立 。 | 

[定理 5.3.9 的 证 明 ] ” 因 每 个 4(z) 都 是 闭 的 ， 非 空 
的 ，G 不 变 的 ， 故 由 定理 5.3.7 有 

ACCA Cz) 
EZA, WiG(z)C-A, Ae 
ACGOC G(z) CA 

于 是 在 这 种 情况 下 有 A = AC o 

现在 假定 z 属 于 2, 取 4(z) 中 任意 一 点 w， 要 证 wed 。 


133 


ERR, WwecQHHEE Uw AR DHAROKBO 包含 于 
2. 不妨 设 0 和 和 oORFA, HK =QOU {2} 即 可 从 定理 4.5.8 
推出 对 G 中 所 有 的 g 和 9 中 所 有 的 z 有 : 


dz gem an 


we A(z) IERE HA ABTA Ag. fg. (zs Bl gs |? 
>+ v, di Hg wfE 8 上 为 一 致 收敛 ,这 意味 着 对 充分 大 
OLEI 
gi QO 
A mimslsi5.3.54:Q(1A2e0, ix 5QOCQM T TÉ ^O 
现在 我 们 把 注意 力 转向 开 集 只 。 
— š- 10 HORARIA BED ETE. 则 中 是 G 在 C 


= 9 © 9 9 @ è > 


> e © 9 ^ 9 29 r 9* @ 


Gd) pe I 


Gi) 若 G 在 C 的 开 子 集 D 上 不 连续 ， MAD 2. 

te: 按照 传统 的 说 法 , 一 个 离散 群 G 被 称 为 Klein 群 ， 
是 指 有 $8。 按照 较 新 的 说 法 ， Klein 尖 已 成 为 离散 群 的 同 
义 语 。 

[证 ] 车 G 在 上 并 非 不 连续 ， 则 存在 全 的 紧 子 集 K 及 
G 内 互 不 相同 的 元 娄 9g1，9:，… 使 得 g, (KK) CK. 于 是 
存在 中 的 点 z1,z;:，,… 满 足 9, (zx,) eK 通过 取 子 列 , 不 妨 设 
ga (Zr) 一 WeK， 玖 we8。 完 全 仿照 定理 5.3.9 的 证 明 可 推 出 
9 .2 在 天 上 一 致 收敛 , 因而 ze4, 了 矛盾 。 这 证 明了 《〈D 。 

Gi) 的 证 明 是 容易 的 。 由 引 理 5.3.3 有 DN As d. AD 
是 开 集 ， 这 意味 著 D 站 4 = $8， 故 DC OQ. Ci 
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ERAS .3.10R —P GBB, 
推论 Wc EB MO ERE TE. MEREN A 对 于 A ^ 个 


* » o 9 a 9 >o o ò> > è 9 9 


CHE] xi. 3. M 当 且 仅 当 4(2)( = AEE CM, 
QT XH IBS L1 

a T S ADAG SNM ARMAR A) ALE A 因 
而 不 属于 。 不 难看 出 ， 可 能 存在 G 的 椭圆 元 素 ,其 不 动 点 既 
有 属于 4 的 也 有 属于 的 。 如 果 一 个 椭圆 不 动 点 属于 Q。 那么 
这 个 点 的 稳定 核 必 是 循环 群 。 

定理 5.3.11 若 G 是 离散 的 非 初 等 群 并 且 名 所 $$。 则 对 
zeQ， 稳 定 核 G6: 是 有 限 循环 群 。 


e a o o © o 


[证 ] ”由 引 理 5.3.3， 若 ze8， 则 稳定 核 G, 的 每 个 元 素 
或 者 是 椭圆 元 素 或 者 是 1。 于 是 由 定理 4.3.7 知 在 吾 ;: 中 存在 某 
点 6 是 G: 中 每 个 9 的 不 动 点 。 用 4 表示 吾 : 中 以 z 为 端点 ， 过 点 
ec， 上 且 与 C 正 交 的 那 条 唯一 确定 的 半圆 周 。G: 内 每 个 椭 圆 元 
素 都 以 z 和 5 为 不 动 点 ， 故 都 以 4 为 轴 。 这 就 意味 着 G, 的 每 个 
元 素 都 以 4 的 两 个 端点 为 不 动 点 ,5.1 世 中 所 列 的 检验 离 cn 
等 群 的 方法 表明 G: 必 是 有 限 循 环 群 。 

还 可 给 出 另 一 种 证 明 。 设 7 和 A 以 吕 中 的 点 z 为 不 动 点 。 因 
Y 和 jz 是 顶 图 元素， 各 自 还 有 另 一 个 不 动 点 :如果 这 两 个 点 不 
相同 ， 则 由 定理 4.3.5 即 推出 Cg, ^2 是 抛物 元 素 且 以 z 为 其 
不 动 点 。 这 与 引 理 5.3.3 相 悖 。 m 

利用 定理 5.3.11 我 们 还 可 得 到 有 关 离 散 群 G 在 媚 ? 或 中 内 
一 点 z 邻 近 的 性 态 的 结果 。 

定理 5.3.12 若 G 是 .4# 的 离散 非 初等 子 群 。 则 对 G 中 的 g 有 


oe >ù e > # o o 
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当 g(z) = z 时 gCN) = N, SIONN- LIS 
Gi OX, Mods — fede EARN 包含 
FQ, 使 得 当 9(z) = = 时 9g(N) =N, SON T 
[证 ] ”首先 ， 由 6 是 厅 中 不 连续 等 距 路 射 必 的 事实 直 
接 推出 (i) 。 
为 证 明 Gi) ,不 妨 设 z =0 并 且 G， 中 的 每 个 9 也 以 co 为 不 
动 点 〈 此 处 用 到 定理 5.3.11) 。 选 取 一 个 圆 盘 
N= {2z: lz| <r} p | 
使 其 闲 包 包含 于 名 。 因 G 在 旬 中 不 连续 , 帮 只 对 G 中 有 限 个 y 有 
g(N) ON$。 由 以 650iws 变 换 的 连续 性 ， 对 二 充分 小 的 
7( 依 赖 于 这 有 限 个 g) A ICN) ON = $5 BR 900) =0 的 情形 
外 ， 此 时 有 g(N)= NN。 . CJ 
EGEREK, WAAG = {g ga} , AA 
[Gal] — -99 ,n+ 
我 们 证 明 这 一 收敛 过 程 不 会 太 慢 。 
定理 5.3.13 设 3 是 -6 的 离散 子 群 ， 则 
(i) G 内 满足 gi «uc st tto H(t) -0(5); 
e» AIT ERIS >4, au FEE “Bea 5 
Gii) RONG, Wi Bi Bes i g |l "Ucet, 
[证 ] . 已 s 中 的 稳定 核 G, 是 有 限 集 ， 假定 有 天 个 元 素 。 
设 入 是 五 中 以 j 为 中 心 半径 为 ?的 双 曲 球 , 满 足 g CN) NV = 6, 
其 中 geG\G;。 以 VC(R》 表示 半径 为 8 的 双 曲 球 的 双 曲 体积 。 
由 定理 4.2.1，|ig|| Seep 
2 coshp(j,gp<i? 
AER gl sx Ml 
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g(N)C { xeH?: p(2,j)<r+cosh' e i?) } 


把 并 的 那些 互 不 相交 的 像 9CN)CI191 SO ROR AR 加 起 来 ， 


并 考虑 到 j 的 稳定 核 的 阶 ， 便 得 到 
-Fr +cosh de» 


又 因 
VCR) = aCsinh 22) - 283 


<5 xe? 
(参看 C52, 6151) 而 


cosh^'(y) =logly+ (y*-1) ? 3 
<log(2y) 
aA 


n(t)xik “exp lar + 2log (t?)) 


为 证 明 cil) 5 {ERE nOD = 0, 故 有 


5 ieu t dn(z) 
gG ilg] St "NL 


- LONTE nejde 
t x 


1 


因而 O di GD . MEH, HEM 


(6.3.11) 


(5.3.12) 
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2) Igsl-*20OdogoD . 
Lig] ie 
SoC ERE. 2 fe 
个 估计 。 

为 证 明 (iii)， 我 们 可 采用 类 似 的 论 bud 不 过 是 在 8 
内 讨论 并 采取 通 张 庶 量 。 在 只 内 存在 开 圆 盘 N, 合 得 对 于 C 内 
PARIS D, gU ND TUN =p, WIN) 的 面积 之 和 
( 指 通 弦 度 量 下 的 面积 ) 是 收敛 的 ， 并 且 至 多 是 47 (C 的 
TRER 。 我 们 只 需 估计 (YY) 的 面积 。 设 


g(z) = ane ad-be=1 


则 9(w) BMRA 


IJ 4dady _ al dg] dzdy 
(1+ |z] ?5* (1 + ig(Cz2| 7)? 


- 4dady 
-可 js z+ loz + df? 


slt CN 的 通 弦 面积 ) 
最 后 一 行 用 到 了 Cawuchy-Schwarz 不 等 式 ， 即 
jaz +b|? + jez t d| *zCla| ?+ [b] *) C13 [z| *) 
+ Clel * + id] *5 (3 4 fz] *) LJ 
KNEE KAMER, ee Ree 
Qh 
定理 5.3.14 ee OE DS TE 


* 9 6 è > e 9 e 


eo 8 è o è 


T 
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GD 车 D 是 一 个 非 空 开 集 使 得 对 于 除了 外 G 内 所 有 的 9 


fig(D) ND= $, RITE [19 (D) 内 不 连续 。 


[证 ] RE- CN\D 是 非 空 的 G- 不 变 闲 集 ， 故 由 定理 
5.3. 7H ACH, 十 是 G 在 D 上 不 连续 (定理 5.3.10)》。 

由 定义 ，Jg(D》 是 不 连通 的 ， 因 而 不 等 于 G3; 故 可 应 用 
GD FUg(D 。 口 

据 上 述 定理 中 的 《ii) ,如 果 只 要 geG(9 痊 7) 就 有 9(O) 
OD-4, WISERC 的 子 域 D 是 一 个 G- 执 ,这 一 术语 使 得 下 
一 个 结果 的 叙述 较为 简便 。 

定理 5.3.15 GL, Gr, 是 .4 的 子 群 ， 它们 的 并 生成 
群 G。 BOG, ERR SES ji UD; =C. 还 假定 


并 且 G 在 M go ) ERES. 
[证 ] 考虑 G 的 “FE Teg gs, 其 中 g eG iaga, 
并 且 SF EETRE ESRB A i=in t, BD iG 1, -&, 故 有 
gi (DI Eg DiC CODI, 
事实 土 ， 由 归纳 法 即 可 推出 
gag, (DIT CAD im 
因为 车 此 式 成 立 则 有 
Jami Jagi) DOT das (C\Din) 
C gasi D ins 1) 
c eM uu, 
由 此 即 得 
gagi D) OND iuc 6 ND* 
CD" EDG- ID 6, ew A gagi, Anc 
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BAG 的 自由 乘积 。 最 后 的 结论 可 从 定理 5.3.14(ii) # 
出 。 L1 
作为 定理 5.3.15 的 应 用 考虑 G， = (9g), G= <h), 其 中 


— 2.2.5. 
g(z)=2+8 , h()- 


令 l D, = {z+iy: |r| <3} 
D= fa: jz+1|>1} Q {z lz-1|>1)} 
2 5.3.2. 


图 5.3.2 
显然 ，Di1 是 G1- 垫 ; AAEM e 1 > Lk St AR sk 
[z - 1 <1, S D; ÆG- He, 容易 看 WuD'—-HDUD-C, 
从 而 可 以 应 用 定理 5.3.15。 
习题 5.3 
1， 验 证 定理 5.3.9 后 面 的 附注 。 
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2,. 设 g 和 加 如 引 理 5.3,5 之 所 设 。 试 证 对 于 基 个 岂 有 
DER {w} 
H E wyt E rn ME— I A SR o n 

3. 假定 G 是 离散 非 初 等 群 。 试 证 8 是 G 中 使 得 G 为 正规 族 的 那 些 
区 域 中 的 最 大 区 域 。 

4. 假定 G 是 含有 掀 物 元 素 的 非 初 等 群 。 试 证 4 也 是 G 的 抛物 不 动 
点 集合 的 闲 包 。 

5。 设 G;，D ;和 D'* 如 定理 5.3.15 应 用 中 之 所 设 , Aag A), 
RIEAC RU (Coo ) 由 此 推出 G 在 上 半 平 面 和 下 半 平 面 都 不 连续 并 
IE Hg QT xd Si. 

d DIÉM.D'üsil tr zb OSEE SE. REDT, FA 

Uf (D) = Q 

6. QQ- Q2 Q- JE CH dE e E P RS BANAAL TE 1， 

2， 设 gj 把 8- ;的 外 部 映射 成 89; 的 内 部 。 求 证 G= gis gi? Œ 


U gCD) 


上 不 连续 ， 其 中 DD 是 位 于 四 个 圆周 的 外 部 的 区 域 ,这 样 的 群 称 为 两 个 生 
成 元 的 Schotthy 群 。 


§ 5.4 Jorgensen 不 等 式 


在 结束 对 离散 性 与 不 连续 性 的 一 般 性 讨论 之 前 ， 我 们 来 
介绍 Jorgensen 不 等 式 。 以 后 ， 我 们 将 就 双 曲 平面 的 等 距 映 
射 的 特殊 情形 给 出 更 详尽 的 几何 解释 。 

设 4 和 5 是 8L(2,C) 中 分别 对 应 于 M50ias 变 换 了 和 
gsi. hh TEMES — 1 的 范围 内 4 和 B 由 了 和 g 所 确 
定 ， 因 而 换 位 子 454-:B-: 由 f 和 9 唯一 确定 。 于 是 有 
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irf gf! g^) - tr(ABAC! B^?) 
定理 5.4.1 (Jorgensen 不 等 式 ) 假定 MM65ius 变 换 f 
和 9 生成 一 个 离散 非 初等 用 则 O 
ltr? (F) 一 4 十 | LrCfgf- 'g002]|z1 (85.4.1) 
prre Rut. 
因为 当 (f，9) 是 离散 非 初等 群 时 有 
itr? CA? —4| + |br(ABA7'B-') -2| 24 (5.4.2) 
故 4 和 B 不 能 同时 接近 于 1。 从 而 ， 式 (5.4.1) 是 关于 离 散 群 
中 恒 等 元 素 7 的 孤立 性 的 一 个 定量 描述 ,也 可 以 用 SC2,C) 
中 的 度量 来 表达 。 l 
为 便于 求 得 明确 的 数量 界限 ， 令 
A=1+X, Av} =14+X" 
则 有 
HXi =| xy, X-X'-XX* 20 
XPOBBI-YÀAGK(ULBS GAR, H Cauchy-Schwarz 不 等 
式 推出 
jir(X)|<v2 |] X || 
具体 计算 表明 CABI -7 可 化 为 六 项 之 和 , Re ~-HEX, 
XS YAY “中 至 少 两 个 垂 阵 的 乘积 .车 和 让 <es, || Y ll <e, 
则 由 (5.4.25 推出 
Iv 2 Eelt? €) + Ge? 
= 4v/2 €^ Be? 
故 e>0.146。 于 是 有 如 下 粗略 而 明确 的 估计 式 。 
dob EARDEGUE MOERS Ri 


max ( || 4-4] , IB - E || } 20.146 
为 证 明 (5.4.0 式 中 的 下 界 是 最 佳 的 ， 考 虑 由 
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f(z)=z+1, gz) = 一 一 


生成 的 群 。 此 时 ，G 是 SL(2,C) 中 的 模 群 , 它 显 然 是 非 初 等 
的 并 且 (5.4.1) 式 的 等 号 成 立 。 

[定理 5.4.1 的 证 明 ] 证明 的 思想 包含 在 1.5 节 和 定理 
5.1.4 中 。 已 知 (f，9) 是 离散 非 初等 群 。 若 是 二 阶 元 素 , 则 
(5.4.1) 式 成 立 ( 因 tr:(f) = 0) 因而 可 假定 不 是 二 阶 元 
素 。 在 SL(2,C》 中 选取 对 应 于 f 和 g 的 短 阵 4 和 B ,并 定义 

Bo=B, Bis. =B,AB,”' (5.4.3) 

xk dfe HB Loeb zT AE BRS L1. AUEBH Hh Sr SE gs 因而 (由 该 

定理 ) 对 任何 z 都 有 互 . 关 4。 剩 下 只 需 证 明 若 (5.4.20 8 X 
立 ， 则 对 某 个 n 有 

B.=4 (5.4.4) 


我 们 考虑 两 种 情形 。 
情形 1 j 是 抛物 元 素 。 


因 迹 在 共 轿 变换 下 不 变 ， 故 不 妨 假设 
1 1 a b 
a= G "E B= (, 1) 
其 中 c 关 0 (HMA B) EFRO o MERE (5.4.20. 不 成 
立即 是 假定 
pe] <1 
关系 式 (5.4.3) 意味 着 
Aati batı l-a,e, as 
(0 1.) 7 -" irae) 
由 此 用 归纳 法 推出 
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Ca = —(—0)?" 
ERr = 0 外 其 值 为 -c**) 5 MA el <2, kA 
C.) 
采用 归纳 法 ， 由 le.| 二 1 得 
lan] <a jas! 
tia .c > 03EH. 
Ont, >l 
这 就 证 明了 
Bap >A 
而 由 离散 性 知 (5.4.4) 式 对 所 有 充分 大 的 n 都 成 立 。 
情形 ? FARR RTH, 
不 失 一 般 性 ， 可 设 


u 0 
4-(  ) 
0 l/u 
B 如 情形 1 中 所 设 且 be: :0 CARMI CA, B) 为 初等 群 ) .假定 
(5.4.2) 不 成 立 ， 即 有 
a= |tr* CA) — 4| + ltr(ABA™B- — 2| 
=(1+ bel yu i? 
u 
<1 
RAK (5.4.3) Xt 
; ' i 
Arzt: b, E! i | ü. 0, u 一 baca a,b, Cl. — u) | 
; 1 | u u | 
|= 
Catt dati | | Crd, Qu — 7) 2d. - b.e. | 
u 
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故 有 


Do = b.e (Lt Duly) (U- lx 
由 上 归纳 法 得 
(b,c,| «nn [bel < [bel 
从 而 
bC, >C 
E 
a,@,=1+0,¢,—~1 
同时 ， 还 得 出 
Ana, > Us d,4, > -一 
u 
由 于 
LEM = d 一 
| 
> ju(t - u)| 
u 
<p? |u| 
因而 对 所 有 充分 大 的 2 有 
b. ， PUTEM b, 
UTD. da 
/| 
于 是 
u 
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类 似 地 有 c .a'->0, 这 就 推出 

(^ tt) 
A"*B,.A* = 

U? Caa dos 

>A 

FCA, BERRE OMAP Aa KABA 

A-*B,,A*=A : 
从 而 对 这 些 n 有 Bs,, = 4， 这 就 是 (5.4.4) Ke t] 
在 结束 本 章 之 前 ,我 们 来 介绍 Jorgensez 不 等 式 的 几 种 
应 用 。 


定理 5. Á 2 an da E MIN “H 


^» > © + 9 © o 


OE koicm. WA GATA ERE, È 离散 群 。 
现在 假定 每 个 子 群 (f，g) 是 离散 群 ， 我 们 再 假设 G 不 是 离散 
群 然 后 推出 矛盾 的 结果 。 

因 G 不 是 离散 群 , 故 在 G 中 可 以 找到 一 列 互 不 相同 的 元 素 
fofi (< 半 7), 使 得 它们 在 SL(2,C)》 中 的 对 i REA, 
Ar, WPL uil SETS EE BIS BAAR — f. 
是 二 阶 元 素 。 

对 于 G 中 任 一 具有 对 应 矩阵 B 的 元 素 g， 有 

ltr2(A,) — 4| + [trCA,, B3 2| ->0 
故 中 定理 5.4.1， 对 于 nn 宇 n(g) , BÉ. 9 4EWSERU. 
2 必 合 有 没有 公共 不 动 点 的 两 个 斜 驶 元 XE g 和 有 (定理 
5.1.3) .对 于 大 于 z(9) nOD Hn, ZE 
{os fa), (hs fa) 
都 是 离散 初等 群 ， 根 据 5.1 节 中 对 这 类 群 的 讨论 , Anf tig 
和 的 两 对 不 动 点 保持 不 变 ,。 因 f .不 是 二 阶 椭圆 元 素 , 它 不 能 
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M—Ó EPA, AmS. BE AIA Ge T TR ah RRR, 
意味 着 和 1 有 公共 下 动 点 ， 与 所 设 矛盾 。 口 
其 次 ， 在 f 是 抛物 元 素 的 特殊 情况 下 我 们 给 出 (5.4.1) 
的 一 些 替代 形式 〈p 是 豆 * 中 的 双 曲 放量 ) 。 
定理 5.4.5 ”若是 抛物 元 素 ,假定 G, o) 是 离散 非 WD 
等 群 . 则 
EET lf-Il-lg-Iloi 
并 且 这 是 最 佳 估计 ， 


* > 8 è > ò ò 9 


. . 1 
sinh p(s, fa)sinh--p(z,gz) 2 


并 且 这 也 是 最 佳 估 计 。 


ik: Æ, | f-7 aR] A-JZ || 表达，4 是 了 所 
对 应 的 任 一 和 矩阵， 类 似 的 替换 对 g 也 同样 适用 。 

[证 ] “存在 一 个 对 应 于 本 矩阵 去 的 Wuwbiaxs 变 换 有 ， 使 
fRAfh :以 % 为 不 动 点 。 若 4 是 f 所 对 应 的 和 矩阵， 则 

| VAU-'—-T || = || A-T |! 
对 9 也 作 类 似 的 处 理 。 BAT SLA co 为 不 动 点 ， 于 是 有 
E€ À a b 

A= (, DE B-(. 1) (ad —be=1) 

其 中 sz = 1,B Rg AH MMMM. Jorgensen gs, (5.4.2) 


Ic AL S21 


[A-1 >is B-27] > lel 
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BSH (D. 
为 证 明 GD ， 选 取 f 和 9 所 对 应 的 矩阵 4 和 妞 ， 使 得 
tr¢ A) = tr(B) =2 
应 用 定理 4.2.1 即 有 
la4-:Zl?-21l All? -2-2Rettr(402 
=| All? - 


= 4sinh* —p (igi) 


其 中 j= €0,0,D ÆRE BB. KR Bea i GD 成 
3. 

容易 推出 在 一 般 情 况 下 (ii) Or. SxeH?, XEHUMO- 
its 变换 8 把 z 喘 射 为 j。 分 别 以 &f 5， kgh, j RBS, g, 
再 应 用 GD, Baien GD 的 一 般 形式 。 


FERH z+ gzj LUI ， 即 知 两 个 下 界 


都 是 最 佳 的 。 口 
定理 5.4.3 有 一 个 有 趣 的 儿 何 解释 。 玉 :中 的 极限 球 x 是 
Hh SCHUM MBL IR. HUA, WES 基于 
点 ; 习 在 尺 * 中 的 边界 3 是 一 个 极限 球面 。 基 于 % 的 极限 球 如 
{ Gy, gre Hs x.) 
其 中 # 之 0。 于 是 在 这 种 情形 下 〈 因 而 在 一 般 情形 ) ， 一 个 
极限 球面 就 是 豆 * 中 与 所 有 包含 点 妈 的 双 曲 平面 正 交 的 曲面 ， 
wi = 点 的 球面 〈 即 C) 上 的 一 个 点 。 这 便 是 完全 用 百 z 中 的 
几何 学 对 极限 球 和 极限 球面 所 作 的 刻 画 。 
车 9 是 . 奴 的 一 个 以 z 为 不 动 点 的 抛物 元 素 , 则 对 于 所 有 的 
ERE, 集合 
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T 


Elg, = (xceH*: sinh PRG; gn) <k } 


是 基于 妈 点 的 极限 球 。 事 实 上 ,车 y (2) = z+1， 应 用 (3.3.4) 
式 即 得 


、 1 
nn 一 pf moe 
sinn 2 p,gz) às 


因而 
Elgsti= ( ceH?: n> } 


FA SBT A HD Möbius ERATES 
h(ECg,k2) = NChgh^!,k) 
故 对 一 般 的 9 结论 也 成 立 。 
对 每 个 抛物 元 素 9， 我 们 定义 极限 球 
N.— ( reH*:sinh— p(x, g2) <> } (5.4.5) 


TA, IHEM Mobius SRAM 
ACE) =E non! (5.4.6) 
由 定理 5.4.3 (iD , AMLA, Wig, A) TERRA 
BEBE JE BS CHE MC A dE UAR REUS eB, ACL Ah ey 散 
群 中 的 元 素 ， 则 g 和 8% 必 有 公共 不 动 点 .这 就 证 明了 如 下 的 结 
果 。 
定理 5 .4. 4 Beare e TORRE ER, BS shir 


à» © ù © © 9 9 ù a © © 9 ^ c 
* > 8 ò a č s o 


. e a s 


(a 9 是 3 中 抛物 元 素 } 
按照 (5.4.0 式 为 G 所 置换 ， 并 且 除 9 和 # 有 一 公共 不 动 点 外 


* 9 è 9 > + 9 c 


BRD D.= $6 
”Jorgensen 不 等 式 的 最 后 一 个 应 用 是 关于 非 抛 物 元 素 的 
类 似 于 定理 5.4.3 (ii) 的 结果 ， 为 了 完整 起 见 ， 我 们 把 关于 
抛物 元 素 的 结果 也 写 入 如 下 的 定理 中 。 

定理 5.4.5 设 49， 忆 是 离散 非 初等 群 。 


ci) 若 9 是 抛物 元 素 ， 则 对 瑟 " 中 所 有 的 点 ?有 


sinh + p(2,ge)sinh HI hgh-!z) 2 


GD ”车 yg 是 双 曲 元 素 ， 则 对 H* 中 所 有 的 点 z 有 


sinh VICE sinh p, hgh-!x) 21 


GD SISTER PH ASTER, A ltz* C9) 


-4 «1/4. (此 式 确定 了 7 的 一 个 开 邻 域 ) | mat Are oh Br ay 
的 点 4 有 


max { sinh > plz gz) sinh Lp hghzia) } 2 


如 果 
P(t, JE) ZE , pG,hz)«e 
那么 
BG,hgh^!zx) = pth z,gh !z) 
Ph rT) + pGr,ga) + plgz,gh'x) 
<3e 
这 样 我 们 就 得 到 了 定理 5.4.5 的 如 下 推论 。 
推论 5.4.6 ENEA RARAS: rt Go ~ 4 11/4) 
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PR BRE R5 189— TP ABI HORN Bg, h) 是 离散 非 初等 


. > è è o 


max i | gt), plr,hr) } 0,38 


EMS. SENEE AAE AKARAK Ju faf 
性 质 。 先 设 


r= | 


ERE Ota MH eR RHA) . BRA 


> u= |u|e!* (5.4.7) 
» 1) 


-du? 2+ 49in?6 (5.4.8) 


Hk, MFP AM Ary, (3.3.4 RRS 


= ( |a| 


4 1 h? 1 — E: yl 
sin — p = oc a 
2 (x,9) . 


变换 g 在 R( 视 作 G x RD 上 的 作用 如 式 
gi (2,1) i Qu* z, jul *t) 
所 示 。 故 WM a = (z, t) 9 有 


4sinh? = pla,gx) = |z — u” ae Jel 2)? 
u 


= (M =) 


Iz] _ 1l 2 
E) lu- =| (5.4.9) 


T 
emm 
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按照 定义 .9 的 轴 4 是 连接 9 的 两 个 不 动 点 的 测 地 线 。 对 于 
(5.4.7) 的 特殊 情形 , 轴 4 就 是 直线 z=0. 由 (5.4.9) X, 
在 4 上 各 点 的 位 移 

To= plz, gx) 
与 点 z 的 位 置 无 关 ; 我 们 了 你 7s 是 9 的 平 移 长 Be. ai de 等 式 
(5.4.90 有 


asinh? (L7,) = (| 中- 1? (5.4.10) 
2 ED 


特别 地 ， 当 9 是 椭圆 元 素 时 ?7 , = 0. (5.4.9 中 包含 u 的 
两 项 都 是 共 辆 变换 下 的 不 变量 〈 它 们 可 以 用 好 (9 儿 和 了 , 表 
I) ， 因 而 sin?0 也 是 共 轿 变换 下 的 不 变量 ,特别 , 25 g Ae Mth 
元 素 时 sin9 = 0, 


下 一 步 是 作出 包 _ 的 几何 表示 。 读 者 可 参看 后 面 的 7.9 
节 ， 在 7.9 池 将 证 明 


El = sinhp(z, A); a= (z,t)eH?® 


由 此 从 (5.4.9 , (5.4.8) 及 (5.4.10) 推出 
sinh* > pl, gz) = sinh? ( 2 T cosh* p(z, A) 


t sinh? p(z,A)sin?0 (5.4.11) 

因此 ， 在 g 作 用 下 点 x 的 位 移 由 两 个 数值 决定 ， 这 两 个 数值 分 

FUR be Fah Lie BT ,和 转角 24 而且 按照 xz 与 轴 的 距离 作 了 d 
正 。 

[定理 5.4.5 的 证 明 ] ”我 们 只 需 证 〈iil) 和 did 。 通 
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xb BRR, Pigh 6.4.0 式 给 出 。 记 


h= C e ad -bcz1 


应 用 Jorgensen 不 等 式 有 (参看 定理 5.4.1 情 形 2 的 证 明 )》 
a+ Ibl) |u- d 1*2 (5.4.12) 


为 解释 bel iX —3, FAIA JE LEO, œ, hO, h^ oo Zr 别 对 
应 1， -1, v, - why Mobius ® faf, 当 且 仅 当 两 组 点 的 交 
比 相等 ， 即 有 


C1,-1,w, -wJ=(0,% E 


d kd 
或 等 价 地 有 


ay 
c 


pe= 《1 一 20) 
4w 
时 这 样 的 变换 存在 。 此 时 4 是 以 0 和 o 为 端点 的 测 地 线 ;z4 是 
以 420 和， z 为 端点 的 测 地 线 。 因 《9 ,4) 是 非 初 等 群 ， 而 测 地 
线 4 和 8 4 又 不 可 能 有 公共 端点 ; 故 ac 关 0。 这 推出 (5.4.13) 
中 的 w 有 两 个 解 ， 并 且 汕 个 解 互 为 倒数 。 设 ww 是 一 个 解 ， 不 
妨 设 jw| 之 1;f 了 (C4) 和 f(h4) 的 位 置 如 图 5.4.1 所 示 。 
从 (3.3.4) 式 容 易 推出 
P(GA, hA) 2 p(fA,fhA) 
=inf { p(r,y): ref A,gyefhA) 
= pCes, [W] e) 
= log |w]! 
ALA (y Def CAD, (uv,s)efh(A4) ， 则 


(5.4.13) 
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ts 


Llt]|w|*-2(Gucty»-tst) 
ts 


和 且 可 应 用 Cawchy-Schwarz 不 等 式 。 


现在 令 
w=exp2(at+if) 
则 
PLA, hA) 22a 
并 且 
pc=sSinh2z(w+i5) 
因此 


4 |be]? = lcosh 2(a * if) — 1l? 
= (cosh 2a cos 28-1)? + (sinh 2a sin 28)? 


= (cosh 2a —cos 2f)? 
<(1+cosh 2a)? 
= (2cosh*a)* 


Feet AB A a fg 


\bc| <cosh?a 


= cosh? qs) 


«cosh! Cp (A, 2) + p (x, h A)3 
由 log cosh A%n 
cosh? (252) <cosh p cosh 9 〈2? ,9 是 实数 ) 


从 而 有 
lbe] <cosh p(a,A)cosh p (z,h A) (5.4.14) 


iia» th LAER g fh y h AA BS tr? (& n8 
fal 的 平移 长 度 可 知 sin? 98 的 值 也 相同 。 由 此 及 (5.4.12 ， 
(5.4.14),(5,4.8)，(5.4.10), (5.4.11) ABI% 


(sinh? plz, gx) + sin? @) (sinh? $5 hgh^!z) 
+ sin! 6) 2C cosh p, A»cosh p(z, RA) 


x ju- >]? * 
u 


叉 因 由 (5.4.12) 和 (5.4.1) 有 


2cosh p(z, A)cosh ple, hA) la 一 二 | 2 之 1 


故 在 所 有 情况 下 都 有 


(sinh? 3 p(x, gx) + sin? 0) (sinh? jp Gu hgh-'a) 


: 1 
+ 24) > 
sin’@)- 64 


若 9 是 双 曲 元 素 ， 则 sinb = 0， 从 而 得 到 Gd. ERE 
情形 下 ， 令 


m=max { sinh 3 pz, gz) sinh 2 pG;,hgh !z) } 


则 有 


: ~ 1 
m* *tsin*6z4 


Hy GD 中 的 假设 条 件 及 (5.4.9 式 推 出 


sin’@< i 


16 
因此 有 m 之 1/4。 口 


§ 5.5 注 id 


对 于 5.1 节 中 所 作 关 于 初等 群 的 讨论 , 读者 亦 可 参看 
C303 , C512 dH (1072 .在 C912 和 [111) 中 讨论 了 RR' 中 
的 离散 欧 氏 群 。 

关于 不 连续 群 在 平面 区 域 或 在 HH 中 的 几何 作用 的 论文 
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HE (89,09) ,0139,0149,0153,(653, C1082 和 C1093, 
关于 定理 5.3.15 及 其 推广 ， 可 参看 [530] . C512 , C542 , 
C603 和 《61] 。 至 于 更 综合 性 的 文献 ， 我 们 引 了 551 ， 
(253, C30, C352), C503, 51), C523 , C57) 
和 C1143 。 

Jorgensen DSi C412 提出 的 ， 与 之 有 关 的 材 料 可 
参看 C14) ， [40] ， [44) ， [45] fü C892 。 


第 六 革 BS HT 
§ 6.1 歼 紧 曲面 


粗 栈 地 说 , 黎 曼 曲面 是 一 种 就 局 部 而 童 ,与 复 乎 面 没有 本 
质 区 别 的 拓扑 空间 。 正 式 下 定义 时 必须 使 解析 函数 的 入 念 和 
复 解 析 函 数理 论 能 够 训 无 困难 地 推广 到 黎 曼 曲面 上 考 。 但 此 
处 我 们 将 不 去 研究 国 数论 方面 的 问题 ， 而 仅 限 于 讨论 黎 曼 曲 
面 间 的 关系 及 其 在 不 连续 群 作用 下 的 商 。 并 且 只 讨论 到 能 够 
用 黎 曼 曲面 去 解释 有 关 不 连续 群 的 一 些 结果 的 程度 为 止 。 
一 个 连通 的 召 ausdorfjf 拓 扑 空间 民 称 为 一 个 黎 曼 曲 面 ， 
如 果 存 在 一 个 图 集 mE 
{ (0$;,,U):3€J } 
《每 个 (05, Us) 是 一 张 图 ) 使 得 
G (Uy: jeJ) 是 的 一 个 开 复 盖 ; 
GD 每 个 $j; 是 0 ;到 复 平面 的 某 个 开 子 集 的 同 旺 映射 
Gii) 当世 = 人 sg 时 
$i(b3) 1:65 (0) +d, QD 
AE hi p S86 , CU) Pd ; CU) 间 的 解析 映射 。 
显然 ，(i》 是 说 和 被 一 族 “判别 ” 开 集 所 和 覆盖, 由 Ci) 其 
中 每 个 开 集 同 胚 于 C@ 的 一 个 开 子 集 。 两 全 判别 集 可 以 相交 ， 


但 由 (iii2 知 ， 相 交 两 判别 集 折 对 应 的 同 胚 之 间 通 过 一 个 解析 
辣 肛 相关 联 。 
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y rp FRAT IY CA He m XC th tii iB OS fi A EX TRY 
分 别 是 具有 图 KAU jeJMfRG GV 0: keK) By Eh 
filo BR — PE SERB fs XY Yipee beet, go ie wk yt 


Vif GOD 7806; (051 f 0) ->C (6.1.1) 


都 是 解析 映射 ,映射 (6.1.1) AE BE CI ATR, SfE 
续 性 保证 了 该 子 集 必 是 开 集 。 显 然 , 由 (iii) 可 知 , 这 只 要 对 两 
个 仍然 分 别提 供 了 和 了 一 个 开 和 覆盖 的 子 图 集 验 明 映 射 (6.1.1) 
的 解析 性 即 可 。 

我 们 也 可 以 讨论 天 上 两 条 Cb) Hee y Plo Ze REZ RR kh 
的 交角 。 老 zeVi 则 我 们 就 可 以 测 出 复 平面 中 曲 线 6,0) 和 
PIC) EAPO 处 的 交角 0。 如 果 同 时 又 有 ze7:， 那 
么 因 其 间 由 一 个 解析 同 胚 ( 即 共 形 We AD 05000 7 38 REC, 
iióné;Cy) fuó;(o) EGC) 的 交角 世 是 9。 这 就 推出 9 与 ;的 
选择 无 关 ， 故 可 取 其 作为 ?与 rc 在 点 z 的 交角 。 

非 平 面 的 黎 曼 曲面 的 最 简单 的 例子 是 人 =CU {%} ,其 
图 集中 的 下 标 集 J = {1,2} ， 且 


$,(2)-2, U,=C 


diet, Us= {9} U ( 2eC:2250} 


TR, $:000 EU NU) 解析 。 

BEAD BS DR, MR Tal EEA eT f OA 
f 也 解析 )， 则 称 歼 曼 曲 面 有 和 五 : 共 形 等 价 。 这 就 在 由 所 有 
黎 曼 曲面 组 成 的 集合 中 建立 了 一 个 等 价 关 系 。 通 常 ,我 们 不 去 
区 分 相互 共 形 等 价 的 黎 曼 曲面 。 
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习题 6.1 
WE TELTIDITeTT 
2. 求证 E RiÉRRU iw; j=l 2，…,# 的 一 个 黎 曼 曲面 ， 
WR— (wisst, we} 也 是 一 个 歼 曼 曲面 。 
3, Wf: R>SHRS MM RAS Zz iB — TIER I 映 射 。 
TAGE HH 48 R H3 FP RA IS HIF. HUER: ERER TE Bah 
面 ， 则 了 是 满 映 射 ， 从 而 @3 也 是 紧 黎 机 曲面 。 


86.2 BZH 


构造 黎 曼 曲面 的 一 个 方法 是 构造 在 不 连续 群 作用 下 的 商 
空间 。 事 实 上 ， 每 个 已 知 的 黎 受 曲面 也 都 是 如 此 产生 的 。 
ER. 2.1 营 D 是 C 的 一 个 区 域 ， oR 


ss eo + s 


CHE] 我 们 知道 ， D/GJXE JUNIO HN HCE Jt E 
商 映 射 T": D->D/G 连 续 , 由 于 D 是 连通 集 且 7 连续 ,因而 D/ G 
是 连通 的 (事实 上 是 弧 连 通 的 ) ,显然 ，7X 还 是 一 个 开 上 映射 ; 
因 若 4CD， 则 
cT !(mA4)- , g(A) 
MBAABA (Aig OEF Wile (A) 也 是 开 集 。 
再 来 证 明 D/G 是 Hausdorff 空 间 。 先 选取 D 中 不 同 的 点 
z Piz: Eer, ERA 
K,= (2: |z-2| <r}, K= (2: |2- 2] <r } 
包含 于 D。 对 于 x 之 1， 命 
A,= {2: 22 < ! 
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B.- {2: lec zi < 5 ) 


若 对 每 个 都 有 

z CA (10 (B,) <¢ 
NEA, POSE Tw. REDE ge Pg (o eB. ox lk 
意味 着 

g. GO [| K 
A PK=K JK, GEARS) ， 并 且 由 不 连续 性 推 (91-92, 
…} 是 有 限 集 。 适 当选 取 子 列 就 有 9.=9， 且 有 

g(z)= limg,(w,) =z, 


为 证 明 D/G 是 Hausdorff 空 间 ， 考虑 D/G 中 两 个 不 同 的 
A K Ara) Mr) 。 从 而 z; 和 zs 属于 刀 但 不 属于 Ha 
确定 的 同一 个 等 价 类 。 
XX BE dE REF AR, HER CAL HI (B ERAR H 
Bá cO) fma. TTE ESI, 这 两 个 集 世 都 是 
开 集 。 
Kea RI D/CH EE, WFD PR Az, Xe — E 
圆 盘 六 :使 得 它 的 闭 包 包含 于 D， 且 具有 如 下 性 质 ， 
g(NJ=N,, #ig(z) =z 
g(ND)1N.=4, Tig()xz 
参看 定理 5.3.11 和 5.3.12。 
AABN. -{z} 不 含 CG 中 任何 非 恒 等 元 素 的 不 动 
o dESS ESERORID) 以 N ;中 一 点 为 不 动 点 ， 则 由 入 :的 定 
RRMA ZAPN SY As 而 z 关 于 入 ,的 反 演 点 也 是 的 不 动 点 ， 
XX GAS DARE LER EXE N .— (2) 中 没有 # 的 不 动 点 。 回 忆 
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—F, RURAL ZHARS A, IBAA BEAL HA Le at SK 

SF Dip RE iw, ho RAE ORR AR FEN DR 射 
RM fir AE A Mobius Eik, wHEG HARE CAAT) 
可 以 由 某 个 椭圆 元 素 g 生 成 ，g 满 足 等 式 


ego (z)-zexp (22) ， zed 


Hiko -2', "'EISGABUM AR SIERRAS F TEA: 对 
于 所 有 的 和 NN。 中 所 有 的 点 z 均 有 
gog*'(z)-(og*'o^(az)2" 


(0 exp (2m) ] ” 


=0(2)" (6.2.1) 


显然 ， 这 与 4 无 关 。 
取 
(qo (Xu.) m, (N,)) 
作为 D/G 的 图 ， 其 中 7 是 7 在 入, 上 的 限制 ， 参看 图 6.2.1。 
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TONO 中 的 每 一 个 点 经 (Xs) RETR N oP BU n 
点 ， 设 为 g* (z) , k-0, 1, =, n-1, 8486.2.) Ñ, 
这 些 点 在 go 的 映射 下 变 为 4 中 的 同一 点 ， 于 是 

Pwo = QFE)! 
ÆN) 到 4 的 双 射 。 由 g，w 和 F。 既 是 开 映 射 又 是 连续 
映射 可 以 看 出 每 个 $8, 都 是 同 胚 。 

要 验证 过 渡 映 射 解析 ， 首 先 必须 研究 映射 

(Hy) 1%, URV (6.2.2) 
若 假定 6,eN 。，5,eN ,和 7z(56,)=x(5,)=65， 则 对 于 G 中 的 
某 个 9 有 
$,7g(5,) 

现在 车 假设 6。(《 因 而 6,) 不 是 椭圆 不 动 点 ， 则 ,在 5$, 的 某 个 
邻 域 内 是 1-1 的 ; 人 队 而 存在 局 部 逆 上 映射 (7T。) :把 5 映射 成 ce 。。 
两 映射 

Tog， Ty 
在 6 ,的 某 个 邻 域 上 都 与 5 一 致 ， 因 而 相等 ,并且 取 值 TF o, 
CN) AU (zx,)-!， 即 知 在 6 ,邻近 有 

g= (To IT， 
这 就 证 明了 映射 (6.2.2) 在 @G 的 非 椭圆 不 动 点 的 邻近 解析 。 

PLE HE uE HH b DEI 51 

$,(5,)7! (udev) 
TEE MR ARR HG, FARK 
$,7-9,0,€7,)^! 
对 乡 , 作 类 似 的 表达 ;其 情形 如 图 6 .2.2 所 示 。 在 对 应 于 G 的 非 不 
动 点 的 那些 点 处 ,通过 选取 (gq,) ! 的 单 值 分 支 计算 (9,) 77, 
而 知 上 映射 $, (0,5 "是 解析 映射 的 复合 。 在 对 应 于 椭圆 不 动 
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点 的 那些 点 处 , 同 是 映射 &。(g,) -! 在 所 讨论 的 那个 点 的 一 个 
去 心 邻 感 内 解析 ! 见 前 面 的 附注 )， 央 而 读 点 是 可 去 奇 点 。 口 

定理 6.2.1 的 一 个 闭 命 题 也 成 立 〈 此 处 不 作证 明 ) : 任意 
给 定 一 个 黎 受 曲面 R， 可 构造 出 单 连通 黎 Sul TER moe Ap 
r;:R-> 玉 具有 如 下 人 性质: 

(D Hr 每 -点 ?都 有 一个 邻 域 廊 ， 使 得 z 在 六 上 的 限 
制 是 到 妃 的 一 个 开 集 的 同姓， 

GD 络 定 任何 一 条 曲线 》; CO, UR ARR LB 
Ea G) = ?0) 的 任何 一 点 2?， 存 在 唯一 的 一 条 曲线 y: C0, 12 
Riker) =~, DO = 2 Gv APB, RY By TE z 点 
的 提升 ) 。 
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这 些 性 质 也 可 用 一 句 话 来 表达 ， 即 (R.mo ERR 一 个 
无 约束 的 光滑 覆盖 曲面 。 由 关于 黎 曼 曲面 的 黎 曼 映射 定理 知 ， 
及 共 形 等 价 于 下 列 三 个 标准 黎 曼 曲面 中 的 一 个 : 

A={lzl<1}, @ CGU{} 

(具有 平凡 的 图 集 ) ; 故 不 失 一 般 性 可 假定 丸 就 是 这 三 个 歼 OD 
曲面 之 一 。 

可 以 证 明 ， 必 存在 使 保持 不 变 的 M6bius 变 换 SEG, dk 
得 给 定 的 曲面 R 共 形 等 价 于 RR/G。 记 商 映 射 为 x 意味 着 对 G 中 
所 有 的 g 均 有 zrg = z。 进 而 还 可 证 明 G 在 好 中 为 不 连续 群 ,并 且 
ACR. 

车 及 = CU{ c}, 则 所 述 诸 限制 条 件 即 意味 着 C={7) 


(平凡 群 ) , 因此 就 本 质 而 言 , 有 = CU{c} . #R=c,0 
G 只 有 如 下 几 种 可 能 : CD SÉJLBE: Gi) 由 某 个 平移 z ->z+ AE 
成 的 循环 群 ，(iii) 由 两 个 平移 变换 z ->2 + 和 ,2 1 一 z+ MAR 
的 群 ， 其 中 4 和 在 实数 域 上 上 线性 无 关 〈 即 2/w 不 是 实数 一 译 
者 注 ) 。 这 些 情 况 表 明 ，R 或 者 是 C， 或 者 是 0C* = {zeO ， 
20} ， 或 者 是 一 个 环 面 ,在 所 有 革 他 的 情形 中 ,RR 具有 AG 
的 形式 ,其 中 G 是 4 POR ERAS AMC. BRE 
亏 格 为 9 的 紧 黎 曼 曲 而 ， 则 当 g = oM - C. 9 -1HÉ- C, 
9 之 2 时 有 = 4。 

从 上 述 即 可 看 出 4 (或 4 在 某 个 共 形 映射 下 的 像 域 ) 中 的 
不 连续 群 的 重要 性 。 

定义 6.2.2 Mobius E MA REG E—P Fuchs f, MAM 
STEEP GARE IE, MEAG ETE LA WERE, 

如 果 黎 曼 曲面 R 可 以 表示 成 4/G 的 形式 (G 是 作用 在 4 
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上 的 群 ), 则 说 ER 是 属于 双 曲 型 的 。 在 这 种 情况 下 ， 可 将 微分 
ds- 2 2ldz| | 
1- fel? 

视 为 是 作用 在 BR 上 的 ;BB 上 的 每 条 曲线 都 可 以 分 成 一 些小 段 ， 
这 些小 段 的 长 度 可 按照 一 种 不 变 的 形式 在 4 内 计算 。 按照 这 
种 方式 ， 我 们 就 可 以 讨论 RR 上 的 双 则 度量 ,从 而 可 以 计算 RR 上 
的 长 度 和 面积 。 

对 于 geG, 用 4 内 的 曲线 连接 z 和 g(z), 由 于 Xgl(z)= alz) 
i dy TER LAE eM, Rw, Be ER 
Hh f y. C0,1J]>R 和 4 内 一 点 z, 使 得 zw(z)=y(0)， 则 存 
在 唯一 的 一 条 曲线 >: Co, 1)-> 4 满足 zy=y，y(0) = z, 注 意 
到 

my (1) -y0 =》(0) =F) 

故 对 G 中 某 个 有 7(1) -hG) ， 从 而 ?是 从 z HI h CBS — 
条 曲线 。 若 7 同 伦 于 R 上 一 点 z， 则 由 单 值 性 定理 可 知 ，y 是 4 
上 的 一 条 闭 曲 线 且 因 不 是 椭圆 元 素 而 有 = 7。 

RH, RITE DASS eR: CRS Me 义 
H, GDA H CR zA R, 并 删 去 条 件 《〈iii) (或 以 某 种 其 
他 的 光滑 条 件 代替 “解析 ?”) 。 若 G 是 任 一 离散 的 M65bius 群 ， 
则 GQ 是 五 ;中 的 不 连续 和 群 ， 并 且 可 以 研究 HH?/G ;近年 来 这 一 论 
题 已 引起 了 人 们 更 多 的 关注 。 


习题 6.2 


1, 设 G 是 由 g: zi>2+ 1 生成 的 群 。 试 证 明太 :人 G 共 形 等 价 CE AT 
= {z; 0 之 |zl 过 1 } . R: Raz! 一 exp (wiz) ) 。 
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ser ane OR PSZ gogo Jan rb n EH Cw) | dew 


求 出 x， 并 证 明 在 这 个 度量 下 (Cui 0<1z1<<1/2 ) 的 面积 是 有 限 的 。 


§ 6.3 稳定 集 


假定 区 域 D(G 的 子 集 ) 是 9 不 变 集 ， 且 G 是 7 内 的 不 连续 
群 。 我 们 需要 考虑 如 下 的 不 变性 类 型。 

定义 6.5.1 D 的 于 集 D. 称 为 关于 6 的 稳定 R (或 准 不 
变 集 ) ， 当 且 仅 当 对 G 中 所 有 的 有 


9 《Do) = Do。 Beg (Do) MW Do= $ 
满足 8(Do) = Do 的 9 的 集合 称 为 Do 的 稳定 核 。 
关于 稳定 集 的 例子 可 参看 定理 5.3.12。 
设 Do 是 以 Gs 为 稳定 核 的 稳定 集 ,我 们 自然 会 想到 去 构造 
商 空 间 Do/Go, 并 且 一 般 地 说 ,讨论 Do/G, 要 比 讨论 Do 到 D /G 
的 投影 7X(Do) 容 易 些 ( 比 如 ， 当 Go 是 循环 群 时 )。 可 惜 的 是 
两 空间 
Do/ Gs, z (Da) 
ARES. Rt I BA IX 
例 6.5.2 取 D=C， 设 G 是 由 g(zs)=z+1 生 成 的 群 ， 
D,-i(z-iy; OXx-1) o BR, Do/Gi =D.) Æ $ EÑ 
Wo, mijz(D) (=a(C)={zeC: 20} ) HAA. 
当然 ， 了 岂 存 在 着 Do/G4 与 7(Do) 同 胚 的 情形 FR og 
出 出 现 这 种 重要 情形 的 明确 条 件 。 
定理 6.5.5 假定 在 D 内 不 连续 , 且 D。 是 以 4 为 稳定 核 
MERR # 
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O De 是 D 中 的 天 集 ; 或 者 
Gi) D/G ERIE: 
ju Do /Go GRE d E Eja (Do) (具有 D/G 的 子 空 ele th) 
fal WE m 
^ [证 ] 两 个 次 映射 
a: D—D/G, ¢ :Do—> Do/Go 
REER RARS, 因为 各 个 许 是 相应 空间 的 同 豚 群 。zo 作 
为 + 在 Do 的 限制 是 连续 的 ， 坟 此 命 7 的 Go 轨道 Gi(x》 对 应 8 
轨道 G(x》 而 作成 的 六 向 映射 
B= rot t: Do/Go->A (Do) 
ce SAR YS CECOEÉS.2.1) 。 


PA : No 
， N 


ane NADO) 
6 


n 
bel o/Go 


Ej 6.3.1 

E GO BEI Ru es EE e f OKA oe FE FRR AY) JEHLO o 
续 映 射 .车 (iD o ars WORE JA — 1 EP IL Hausdorff 
ARERI EGRE RI DECRE LL 447). [1 

注 ， 者 是 C@ 的 子 区 城 ， 则 和 和 z 解 析 ， 从 而 Du/G。 与 
DORREZ li 

我 们 举 出 几 个 例子 用 来 说 明定 理 6.3.3 中 的 假设 条 件 CO 
和 GD, MERER, 
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例 6.3.4 假定 C 是 使 C 的 上 半 平 面 豆 :保持 不 变 的 不 连 
续 群 ，9 是 G 的 一 个 双 昌 元素。 不 妨 设 9 以 0 和 为 不 动 点 ， 因 
Tig 1E He BAL Ae gignit Pp ANE 

BESOPE e A = Lm ACL aL=$, 3 
且 G 中 没有 二 阶 椭圆 元 素 〈《 这 梓 的 元 崇 使 保持 不 变 ， 但 使 L 
的 两 个 端点 互 换 ) 。 这 种 情形 在 本 书 以 后 的 僻 节 中 将 要 作 详 
缁 的 讨论 。 由 假设 条 广 推 出 ，8( 工 ) = 工具 对 G 的 一 个 循环 子 
群 中 的 元 素 成 立 , 这 个 循环 子 群 是 由 基 个 以 0 和 ~ 为 不 动 点 的 
双 雪 元 素 ( 设 为 9) 生 成 的 。 比 Ang CO = Ez (>>1)， 且 工 /(9) 
是 紧 集 ， 实 际 上 这 是 一 条 简单 闭 曲线 ,根据 定理 6.3.3, LE 
H? /G rh pi Be BS to ee -~ ds Pe BR 

6.3.5 假定 CG 是 C 的 某 个 子 区 域 也 上 的 不 连续 群 , 且 存 
fk — 4T 3T E48 QUA Gp 为 稳定 核 的 稳定 集 (g 是 一 个 手 物 元 
K) 。 因 @ 是 开 集 ， 定 理 6.3.3 表 明 @ 在 D7/G 中 的 技 影 共 形 等 
T/g). 

£5dt6qu edm, Hijveg(e)=2t1, TAM TAMUT.eR 

Q= {uriysy>yo} 
最 然 , 商 空间 @7 (Go JOB ERY FO TERR expri) 下 
(HRs 因此 @ 在 D/G 中 的 投影 共 形 等 价 于 一 个 穿孔 圆 盘 ， 即 
等 价 于 - 

(2e 0< da] <1} 

把 c GHRAD KREG HEIR EAT BS (US Jn 
到 D 上 去 而 成 为 一 个 守 大 的 空间 D'。D* 上 的 拓扑 包括 D 的 所 有 
开 子 集 、 形 如 (6) U (xig: yoo 的 集 以 及 它们 在 G 中 
元 素 作用 下 的 像 。 商 空间 忆 "71G 也 是 一 个 黎 紧 出 面 ; 将 TRAD 
对 应 于 把 原点 填 人 罕 扎 圆 盘 。 但 由 于 序列 2 tiy nEn 
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朴 下 是 不 收敛 的 ， 因 此 在 仿 " 中 不 存在 % 的 紧邻 域 。 当 然 , 只 要 
相应 的 圆 盘 @ 存在， 我 们 可 以 把 各 个 抛物 不 动 点 的 轨道 添 入 
D。 在 [C502 的 第 二 章 中 有 更 详细 的 讨论 ,并 且 有 一 个 逆 定 理 。 


习题 6.3 


1, 设 G 是 由 g(z) = 2+ 1 和 h(z) = z+ i 生成 的 群 
D= {z+iy:0<y<1} 
试 证 明 Dp 是 (g〉 的 稳定 集 。 设 x 是 0O 到 GAG 的 自然 投影 。 试 证 明 
TCD) ÆRE, TD/ MARE SH. 


BET SOLA 


§7.1 双 曲 平面 


在 本 书 的 开始 阶段 ， 我 们 是 假定 读者 承认 并 县 熟悉 欧 几 
里 德 几 何 学 的 ;而 并 没有 讨论 过 几何 学 的 公理 化 基础 ， 并 且 
也 不 准备 这 样 做 。 但 这 就 会 出 现 一 个 问题 : 我 们 应 当 怎 样 去 
处 理 冯 曲 几何 。 当 然 ， 不 能 假定 读者 像 熟 悉 欧 氏 玫 何 那样 
熟悉 双 曲 见 何 ， 因 此 有 必要 提供 双 曲 几何 学 中 的 一 些 更 基本 
的 初等 结果 ， 这 也 是 因为 在 本 书 的 余下 部 份 要 用 到 双 曲 几何 
《而 不 用 欧 氏 几何 ) 。 束 实 上 ， 在 前 儿童 中 ， 我 们 已 经 看 到 
了 双 曲 几何 的 重要 和 性。 

我 们 将 用 欧 氏 儿 何 的 术语 来 描述 双 曲 几何 ， 因 而 就 此 而 
言 可 认为 双 曲 几何 从 属于 欧 氏 几何 。 点 、 线 以 及 其 他 构 形 均 
将 被 定义 为 欧 氏 平面 的 子 集 ， 这 样 就 使 我 们 避免 了 讨论 双 曲 
几何 学 公理 的 必要 性 。 当 然 ， 适 合 于 双 曲 几何 学 的 一 组 公理 
是 存在 的 ， 并 且 一 旦 验证 了 这 些 公理 在 我 们 的 模型 中 也 成 
立 ， 我 们 就 完全 可 以 运用 由 这 些 公理 导出 的 那些 定理 ,不 过 ， 
我 们 不 打算 这 样 做 。 我 们 对 限制 在 欧 氏 几何 范围 内 的 双 曲 几 
何 所 作 的 讨论 将 尽 可 能 做 到 严格 和 完备 。 

在 3.3 节 中 已 经 看 到 ,可 以 以 上 半 平 面 

H?- {z+iy: y>0)} 
作为 双 曲 平面 的 一 个 模型 ， 其 度量 Pp 由 微分 
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ds - eal. (7.1.1) 


给 定 ; 并 且 关 于 形 如 lz-zol =r Coot eH, r>0 WIA 用 
的 反 演 和 关于 形 如 z = x, Cr eK BK) 的 “ 紧 ” 直 线 的 反 演 
都 是 (8H:,p) 的 等 距 变 换 。 在 下 面 的 几 节 中 ， 我 们 将 重 提 
这 些 事实 。 
b, 8T EAR e E E 
A= {zQ dz] <1} 

作为 模型 建立 一 套 平 行 的 理论 。 应 用 3.4 节 的 结果 将 五 ?中 的 
度量 C 转 换 成 4 中 的 害 量 ， 它 由 微分 


ds= 2102) | (7.1.2) 
给 出 。 i- iz] 
EE PSE SE 4 REPEDE, 我 们 将 用 p edit Beas H* 中 的 
SE RANA pIE. KORE AIO, 读者 必须 使 自己 著 


于 从 一 BEDA MBUN, DURA eS By 
便 之 处 。 

用 欧 氏 几何 的 术语 来 讨论 双 邮 几何 ， 其 主要 好 处 之 一 是 
便于 引入 无 穷 远 圆周 〈 由 无 穷 远 点 组 成 ) 的 概念 ， 对 刀 * 这 就 
是 RU) ， 对 4 这 就 是 (ide =). BREEDTE 
上 的 点 都 不 是 用 朋 平面 中 的 点 ， 但 在 双 曲 儿 何 与 Puezus 群 的 
研究 中 这 种 点 却 起 着 极为 重要 的 作用 。 双 则 平面 与 无 穷 远 加 
周 的 并 称 为 闭 双 曲 平面 。 

我 们 称 如 上 所 述 的 两 种 双 曲 几何 异型 为 Poincare 模 型 。 
还 有 一 些 其 他 可 供 选 用 的 模型 ( 参 者 3.7 节 ) ， 我 们 将 PW 
地 讨 沦 其 中 的 一 种 ， 即 Klein 模 型 。 不 过 读者 应 当 注 意 ， 除 
了 7,5 节 中 的 -个 结果 以 及 倘 尔 在 一 些 附注 和 习题 中 涉 及 到 
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A ein Zp, FRAT AS He A 。 

fE3. 4 rb BRT ERI TF a, = 0 的 反射 与 球 极 投影 的 
ARH S E m ARB, 两 空间 的 度量 与 《7.1.1) 和 

(7.1.2) 类 位 。 记 复合 遇 射 为 s。 这 就 推出 上 半球 面 
Q= {rior Ta) te HEF tr = l, 2,>0} 
CERERA RAH g HAR RA) 经 s 等 中 RR 
IRRE B DRO A CEB 。 显 然 ， 由 于 s 是 共 形 上 映射， 人 中 
交 于 9 王 * 中 的 圆周 上 的 圆 弧 被 映射 成 4 中 正 交 于 0B? 的 图 

LEEM o 

我 们 也 可 以 用 竖 直 投影 即 

V: (Kist2s La) ea, daa 

把 8 映射 成 4。 因 此 ,在 4 到 4 的 映射 Ft(=vs') 作 用 下 ，4 
中 正 交 于 44 的 网 弧 〈4 中 的 测 地 线 ) 被 映射 成 欧 氏 线段 ， 线 
段 的 两 个 端点 与 圆 弧 在 94 上 的 两 个 端点 相同 〈 即 该 圆 的 
3k) 。 这 章 味 着 8 是 闲 单位 圆 扒 4 到 AeA, "dE 
Poizca7re 模 型 4 中 的 测 地 线 研 映射 成 与 也 具有 相同 端点 的 欧 
氏 直 线段 L"; 参看 图 7.1.1。 

的 作用 容易 以 分 析 的 方法 加 以 验证 ， 并 有 旦 上述 的 讨论 
对 n 维 的 情形 同样 有 效 。 若 zcB"， 则 

F(z) = vs (z) 
= vm (x) 
= vm (x) 

Serpe ARR REREH E XE TS lea VD 的 
反射 )。 由 3.1 节 中 所 给 出 的 x 的 公式 推出 的 显 式 表 达 式 为 


= 298 . 
FG) pU 


图 7.1.1 


给 定 一 个 正 交 于 0B* 的 球面 S(a,r) ， 由 于 正 交 性 即 意 
RA jal sitr, WES EER AEDE 
|x] 2+1=2(x,a) 
FEFESa, r) 映射 成 欧 氏 超 平面 
S*= {y:(y,a)=1} 
BH5IB WAH AS (a,r) SAB "的 交集 相同 。 
PEAR EMA KER, WH IL MAH Kleink 
型 〈 即 以 欧 氏 线段 五" 为 测 地 线 的 模型 4) 是 一 个 很 有 用 的 模 
型 ， 因 为 它 能 使 双 曲 几何 中 的 问题 转换 成 欧 氏 几何 中 相应 的 
问题 。 


8 7.2 双 曲 度量 


首先 ， 我 们 要 对 由 微分 〈7.1,1) 所 确定 的 度量 iy Wy 
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成 作 一 仔细 的 讨论 。 对 于 五 :中 每 条 逐 段 e TORIA Ys 
(3,52 +H’, LAX 


- [^ real 


定义 其 “长 度 ”。 于 是 ， 函 数 p 定 义 为 
plzsw) = inf lly) (z,weH?) 
其 中 的 下 确 界 是 在 互 ? 内 所 有 连接 z 和 zw 的 ?的 集合 上 到 的 。 
显然 ，P 非 负 、 对 称 且 满 足 三 角 不 等 式 
2 (21925) SP (21522) + Ds, 23) 
Aime tad: H EA PRE 〈 参 看 1.6 节 ) 。 
设 
az+b 


g (2)= czad (7.2.1) 


Hha, b,c dt RBRAad-bc>0; Woe RN 2 EE. 经 
初等 计算 即 推出 


Age]. 1 


Img(z)  Imz 


故 有 
AA 
gv l= f aes Dar Ih 
AKA, SLA CBE OMAR He, H 


p(gz,gw)- p(z,w) (7.2.2) 
这 就 证 明 每 个 这 样 的 9 都 是 C, po 的 一 个 等 距 映 射 。 这 可 
用 来 求 出 p(z,w) 的 显 式 表达 式 。 
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定理 7.2.1 对 于 上 述 的 p 及 可 中 的 点 z, w, A 


e © e ò 9 


Ci) plzyw)= log 7 + de- w] 


jz- wl - jz- w] 
ii eq. 12 一 由” 
(ii ) coshp(z,w) = 1* Te 7 
|z -wl 


(iii) sinh -= 5 0G. w))2--. -一 
2CImzImw])? 


Gv) eosht Lpiz,u)3 e — Ez 91. 
2 2tcImzimwjr 
(v) tanhtip(z,w)) = Jer 
2 |z- w| 
[证 ] ”容易 看 出 这 五 个 方程 是 等 价 的 ， 我 们 来 证明 
GD 成立。 
(7.2.2) 式 知 ， 在 g 的 作用 下 GD B97c hu DR RES 
变 。 经 直接 计算 表明 
dgí(z)-gQw)]|* -wl 
Img(z)Img(w) Imzimw 
大 GD 的 右 端 在 9 的 作用 也 保持 不 变 。 事 实 上 ， 这 只 不 过 
是 3.3 节 中 所 得 表达 式 6.3.3) 的 不 变性 。 
取 定 了 :中 不 同 的 点 z 和 w， 设 工 是 包含 < 和 w 且 与 实 轴 正 
交 的 欧 氏 贺 周 或 直线 ,a 是 工 与 实 轴 的 一 个 有 限 交点 ,通过 了 到 
9(2) =- (z 一 4) ”+B(B 是 一 个 适当 的 复数 ) ,可 设 (7.2.1) 
的 g 把 ZL 映射 成 虚 轴 。 因 而 只 需 对 z 和 位 于 虚 轴 上 的 情况 验 
证 GD X, 
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Wz-ip, w=igs 此 外 ， 还 假定 I 过 p<q GA GD X 
两 端 关 于 z 和 对 称 ) FF 
y(t) = x(t) +iy(t), O<t<1 
是 连接 z 和 ?2 的 任 一 曲线 ， 则 由 8 (1) =9, y(0 = pita 
= f, I7 o rig" Ol ag 


y(t) 
1 ise) 
3> y (Da, 
7 f; y(t) 
= lo 4. 
8 p 


由 于 当 
yG)yzi£fpci(q— 22 
WSEAS por, TR 


p (ipyig) = log 7, (o<p<@q) 
AAA BH 42 = ip, w= igkt aD AX. FL] 


注 ， 我 们 已 证 得 的 结果 比 定理 7.2.1 中 所 叙述 的 要 多 一 
点 。 首 先 ， 我 们 推出 当 且 仅 当 对 一 切 600,13. 有 zx 0) = 0， 
g ‘Y(t) 守 0 时 

ly || =p(ig,ig) 
Gp || v | 为 最 小 值 ) 。 下 一 节 中 我 们 还 要 再 来 讨论 这 一 
点 。 其 次 ， 作 为 进一步 的 推论 我 们 得 到 公式 


p (ip,ig) = | log? | (7.2.3) 


写成 这 一 形式 就 无 需 再 假定 2< o 
现在 来 讨论 模型 4。 因 映射 
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Zi 
fla) = z+i 


EH’—— iki A, eh SK 


p'(a,w)- pf z, fw) (z wed) 
给 出 的 p" 是 4 上 的 度量 。 由 式 
2 lf Cz] | 1 (ze H?) 


1- [fé]? Imz 
可 知 p' 同 由 微分 (7.1.2) 导 出 的 度量 一 致 。 我 们 曾 提 到 过 要 
用 P 代 赫 p"， 按 照 这 一 约定 ，f 是 Hp) 到 CA,p) 的 等 
ERA. 

“利用 f 对 定理 7.2.1 作 简单 的 改写 ， 即 可 导出 关于 模型 4 
的 相应 公式 。 当 然 ， 若 直接 对 4 求 出 这 些 公 式 会 更 有 意义 ; 
Bilin, 55 (7.2.3) AAA, BE: Ho<r<, Wu 

r t + 
〈 请 读者 验证 之 ) o 
给 定 不 同 的 点 z 和 w， 存 在 4 到 自身 的 等 距 上 映射 9 满足 
g(z)-0, gw) =r, r>0, 由 (3.4.3》 式 所 表明 的 不 变性 
推出 
zw 
da= kDa- jeD j-r 


= sinh*(—p (0,723 


= sinh? C5 paw) (7.2.4) 


而 恒等式 (3.4.4) 则 化 为 
ll-zw|?- |z-w|?** (41— |z| DO (1 ~ |e} 4) 
HIERS (7.2.4) 式 结合 推出 
J1— zw|? 
(1— lAa (1- jel?) 
上 这 就 是 (3.4.5) 式 。 最 后 .我 们 得 到 


cosh?Cc 2 l 5(2,w)2 = 


'z-w 


ianht pO (as w= 
1-zw 


pG,w)-log dizz wt awl 
l1-zw|- iz-w| 
作为 这 些 结果 的 简单 而 有 用 的 例子 ， 我 们 来 计算 闻 周 的 
长 底 和 圆 盘 的 面积 〈 见 (3.3.5) 式 ) 。 当 然 ， 此 处 的 长 度 和 
面积 是 关于 双 曲 度量 的 ， 它 们 都 是 等 距 映 射 下 的 不 变量 。 
SEBRGTA WEBS HIE BL 


h-area(#) = ul ( MS *! dady 
E 


BEAST A’, WRB CIE 1/y^, KA BS TE TRE H £x 
C， 其 双 曲 长 度 为 


h-length(C) = | is 
C 


(7.2.8) 


|z| ? 


车 C 了 包含 于 且 :， 其 被 积 函 数 就 改作 1/y。 
定理 7.2.2 (i) 半径 为 r 的 双 曲 圆 盘 的 面积 为 
Aq sinh? e) o 
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(ii) 半径 为 "的 双 曲 圆周 的 长 度 为 2r sinh r, 
[证 ] “利用 模型 4， 并 设 C 和 DD 是 以 0 为 中 心 ， 以 7 为 
半径 的 双 曲 敬 周 和 双 茧 圆 盘 。 由 《7.2.4) 式 知 
C-(zilz =R}, D= {zi |z| «R) 
其 中 
R 


(1— R2) 


sinh C ; r= 
或 与 之 等 价 的 有 
tanh Cir) =R 


此 时 ， 定 理 中 所 述 的 结果 即 可 经 直接 积分 得 到 。 口 


图 7.2.1 
利用 无 穷 远 圆周 上 的 点 ， 也 可 用 bee ED (zw) o 
同 忆 在 4.4 节 中 ， 交 比 定义 为 
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(2, ~ Za) (2. — 24) 


Crys S29 T3321] = 一 
(z,— 2,)(z4— 24) 


Lec Alles HORR gu y o Ra LAnzEBRT.2. 1809 iE B3 HR E 
ik. JRHLL 5 Sc SA Az ow’, ERCIS LA", 
z, w, wF (参看 图 7.2. D . mi Ag(L) 是 Ë 
an, #ig(z*)=Omg(z*)=0, Xg(z-co, Bp BY 用 
映射 z -> 一 1/z; 故 不 妨 设 所 选取 的 9 使 得 

g(2')20, glz)=iy, g(w)=iv, glw*)=e0 
Hey <o, Hike Mobiuste th PHASE, M (7.2.3) 
式 即 得 

p(z,w) = p(gz,gw) 


v 
= log-7. 
= logt0,iy,iv,oJ 
= loglz*,z,w,w*) (7.2.6) 
当然 ， 这 在 4 内 也 同样 成 立 ， 因 为 我 们 可 将 鼠 : 等 距 映 射 为 4 
而 不 改变 其 交 比 的 值 。 


在 本 节 的 结尾 ， 我 们 简 上 咯 地 提 一 下 双 曲 平面 的 度量 拓 
扑 。 首 先 ， 五 *( 以 及 4) 上 的 欧 氏 度量 与 双 曲 度量 所 诱导 的 
拓扑 相同 HB, AMER RG PRR, HF 
空间 拓扑 即 双 曲 拓扑 。 为 了 方便 ， 我 们 引入 相对 于 双 曲 平面 
和 闭 双 昌平 面 的 闭 包 的 概念 。 

定义 7.2.3 设 Z 是 双 曲 平面 的 子 集 。 则 

G) ELE SR E RR IU PEE HL As 

GD 以 BZ 表示 相对 于 闭 双 曲 平面 的 Hi o 


181 


一 


当然 ， 万 也 是 至 在 G 中 的 闲 包 。 


习题 7.2 
1, ELEA Piece = gy 的 点 x + iy 的 集合 。 找 出 使 下 确 界 
inf ( p(z,o020,zeL) (QweH?) 
达到 的 点 ， 计 用 几何 术语 描述 该 点 。 
2. 假定 zi 过 xz 过 zs 三 z4o RH’ PU, a) AEBREN 
周 与 直线 zx = 2z: 交 于 点 z3。 类 似 的 设 z, 是 该 直线 与 以 [x1，z4J 为 直径 
的 学 国 周 的 交点 。 求证 


p(%39Z4) = 了 -logCz， 59 49co] 


3. 求证 :若是 集 生 上 的 一 个 底 量 ， 则 tanhc 也 是 瑟 上 的 个 
度量 。 试 证 明 


Po (Zw) = 


gw | 

zccaMw 

32H’? 上 的 一 个 度量 ， 并 且 当 且 仅 当 z = u GE w = 2) 时 ,有 
Po (us 0) = po Cus b) + po (ws v) 


4. EAH, p) ERRAR ERA H 


§ 7.3 M Hh & 


我 们 把 与 无 穷 远 圆周 正 交 的 欧 氏 圆周 〈 或 直线 ) AR 
平面 的 交集 称 为 双 曲直 线 。 由 这 一 定义 容易 得 出 如 下 事实 。 
(D 过 双 曲 平面 内 任意 不 同 两 点 必 有 唯一 的 一 一 条 双 曲 
E. OTIT TETT 
(2) BE Ee EORR 


® € «© + 9 e o o oe * 9 * e o ù e 9 o 
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(4) FER EA Wh AL ME, 必 存 在 Pp 等 距 映 
射 9 使 得 9( 工 ,) = Le (参看 定理 7.2. 1 的 证 明 ) 。 

给 定 有 ?中 任意 一 点 w， 显 然 

{ zeH?: |z| = jw] } 

i MEW — wR HL 5S IE JE OARE eB OR 
直线 。 由 于 (4) 中 的 等 距 映 射 可 取 作 A 以 sbinus 变换 ， 因 而 
得 到 

(5) 任意 给 入 定 一 条 双 曲 直线 工 及 点 ww， 必 存在 队 一 的 


xs, ARIMEA, 直线 上 “两 点 之 间 ” 的 dx 

是 公理 化 几何 学 的 基本 特征 。 此 处 ， 我 们 可 用 度量 来 描述 
这 一 概念。 

给 定 双 曲直 线 亏 上 不 同 两 点 2 和 vb， Be L-{z,w} R 
有 三 个 分 支 ， 其 中 恰好 有 一 个 分 支 的 闵 包 (相对 于 双 曲 平 
i) ARE. 这 一 分 支 是 开 线 段 (z， w)， 并 且 当 且 仅 当 
Se (z,w) 时 6 是 和 ww 之 间 的 点 。 闭 线段 [2,w] 以 及 线段 
Cz,w) fü (z,wJ 的 定义 是 显而易见 的 。 

关于 下 一 节 (07.2.3) 式 的 讨论 表明， 连接 ip 和 ig 的 
上 曲线 ;满足 

lvl = pip, ig) 

当 且 仅 当 ?大 作为 一 条 简单 曲线 Cip igi 的 一 个 参数 表示 ， 
显然 ， 这 可 叙述 成 如 下 的 不 变形 式 。 

定理 7.5.1 设 z 和 ww 是 双 曲 平面 内 任意 两 点 。 连接 z 和 
were O TT 

ly || = p(z,w) 

HHA 当 ? 是 作为 一 -条 简单 曲线 Czw) 的 一 个 参数 表示 。 


e o 9 è 4 


这 就 是 我 们 称 双 曲 直线 为 测 地 线 ( 即 短程 线 ) 的 理由 。 

现在 考虑 任意 三 点 z,w,6。 从 (7.2.3) 的 特殊 情况 中 
AAA, HOE 2 Fw z, Mil 

pP(z,w)=p(z,6)+p(S,w) 
同样 明显 的 是 ， 车 5 不 在 z 和 之 间 ， 则 由 线段 (2,52 和 
CS wJ 组 成 的 曲线 7 满足 

Il y [>p(z,w) 
《 见 定理 7.3.1) 。 于 是 有 如 下 定理 。 

定理 7.3.2 车 z 和 w 是 双 曲 平面 中 不 同 的 点 ， 则 当 且 仅 
4SeCz,w Hf 
` p(z,w)=p(z2,6) +p, w) 

在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 还 要 介绍 一 些 术语 。 首 先 ， 点 
>，2a，) 共 线 是 指 它们 位 于 同一 条 测 地 线 上 。 每 条 测 地 线 
都 有 两 个 端点 ， 即 位 于 无 穷 远 圆周 上 的 那 两 个 点 。 线 段 的 概 
念 自然 可 以 推广 使 之 包含 测 地 线 本 身 ; 这 就 是 说 即使 4 fu P 
是 无 穷 远 圆周 上 的 点 ， (2, 让) 也 总 是 表示 以 和 有 为 端点 的 
测 地 线段 。 从 z 点 出 发 的 半 直 线 是 线段 (z,o)， 其 中 a 是 无 穷 
远 圆周 上 的 点 ， 过 z 点 的 每 条 测 地 线 (a, 6》 恰好 确定 两 条 从 
2 点 出 发 的 射线 [z,a) 和 [z,pB) 。 

定义 7.3.3 KO MLE RA e o 我 们 称 工 ,与 
工 :平行 当 且 仅 当 它们 恰 有 一 个 公共 端点 ， 若 1 和 工 ; 没 有 A 
共 端 点 ， MSL, N L= OR AAA, 4L, NL: = $ 时 称 为 
不 相交 。 

注 ， 这 些 术 语 在 模型 4 中 的 图 例 见 图 7.3.1。 请 注意 ， 
这 些 术语 并 不 是 标准 的 ， 即 非 通用 的 。 由 于 许多 双 曲 几何 性 
质 是 基于 对 这 三 种 互 不 相 容 的 可 能 性 的 讨论 上 的 ， 因 此 我 们 
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宁可 采用 这 种 特殊 的 描述 性 术语 。 


xf 不 相交 相交 


7.3.1 


习题 7.3 
1, 设 w=w+iv，tw/ =iv 和 z= ri 都 是 肪 :中 的 点 。 求 证 当 AR 
Sew! f. X 
pPl@z)a plo’ sz) 
中 的 等 号 成 立 。 并 证 明定 理 7.3 .2。 


$ 7.4 等 中 映射 


本 节 的 目的 是 找 出 双 曲 平面 的 所 有 等 距 上 映射。 设 z, 纪 和 6 
是 瑟 : 中 不 辐 的 点 ，56 在 z 和 wv 之 间 。 从 定理 7.3.2 可 得 到 一 个 
直接 的 推论 : METS HO, ROO) 必 在 省 (z) 与 
(w) 之 间 ， 从 而 gg 把 线段 Cwl 映射 成 线段 CÓCO, 
6 (22 ;进而 $ 把 双 曲 直线 映射 成 双 曲 直线 。 

任意 给 定 一 个 等 距 映 射 $， 必 存在 等 距 映 射 


az +h (ad - be>0) 


g(a) = CZ 十 
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18 99 FRAG IE ME BELA RE CA EM g FE 6 0L) 上 映射 成 工 即 
可 )。 不 妨 设 g$ 以 i 为 不 动 点 且 使 射线 (i,co)，(i,0) 保 持 不 
AS (必要 时 可 利用 等 距 上 映射 I0 Ez (hk > 0) Pilz i — 1/2 使 之 
满足 这 一 条 件 )。 作 为 (7.2.3〉 式 的 直接 推论 知 ， 工 上 的 每 
一 点 都 是 g$ 的 不 动 点 。 
到 定 瑟 :内 任意 一 点 2， 命 
z-rcidy, gh (2) = uiv 
对 于 所 有 的 正 数 上 有 
pG,iD = plghlz) gd Cit) 
= p(ut+iv,ié) 
故 由 定理 7.2.1 (iD 有 
(z? cr (y-t v= (Qi? c (v—-0?3g 
PAG oS SITES X, MAY =v, c= us 于 是 
gó(z) =z Bg) = 一 2 
等 距 映 射 即 是 连续 上 映射， 而 由 连续 性 即 可 推出 上 述 两 式 中 只 
有 一 式 对 H? 中 所 有 的 z 都 成 立 ; 例如 ， 在 开 第 一 象限 中 满足 
gó(z) = 2 的 点 z 的 集合 是 该 象限 中 既 开 且 闭 的 集 。 这 就 证 明 
了 下 一 个 定理 。 
定理 7.4.1 CH’, p). 的 等 距 映 射 群 是 所 有 形 如 


eo 8 8 8 è> ù t$ è è è o 


az+b 
z >- z [> 7 
cez4d! 


的 映 身 所 成 的 群 ， 基 中 eb,6, CRIM, ER ad-beorn, i 


对 于 BA AB a, RAMS seen “ 
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az+ © az+ o 
2 l>e 2 I 
cz+ as Cz+ a 
其 中 le- [el ?=1, 
顺便 提 一 下 ， p 
az+ c 
= oa 20 2 一 
9 (2) Cz-F as lal lel 1 


Wh (7.2.4) 式 可 推出 如 下 有 用 的 表示 式 


lol = sinh.» p(0,g0) C7.4.1) 


‘al = cosh y p (0.90 (7.4.2) 


放 再 次 得 到 
lt g || ?=2 cosh p(0,g0) 
TR, Ehe UD.p) 的 一 个 锋 距 映射 ， 则 
[| k |] ?=2 cosh pCi, hid 
其 证 明 可 通过 应 用 定理 7.2.1 GD (或 定理 1.2.1) E 
初等 计算 而 得 到 。 


习题 7 .4 


1, Biz, w;(j7 i, 2, DEA HAR. WER: 存在 等 距 A 
射 g 满 足 g(z;)=w; (7=1，2，3) 的 充分 必要 条 件 是 ,对 所 有 的 ?和 7 
均 有 
pz; zi) = plwiswid 
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87.5 "à 集 


Aul EST RE PRA. AA BE AY 点 
z 和 由 均 有 Cz, wE, RARER T ARFER. 

(DEFRA, WRT eS RR aT Gg, gE) 也 是 
he e 

DREE h 集 ， 则 E* (B 的 内 部 ) Ew RUE 

OESTRA E AERLE, CHC ZI Eht, 

OEN E, ARE, RIO. E As 集 。 

由 定义 知 测 地 线 也 是 凸 集 。 映 射 动 ->log# 是 双 曲 测 地 
£k (iy: y>0} 到 欧 氏 测 地 线 {z+ig: y-0) WAR, "E 
保持 “之 间 ” 的 关系 不 变 。 我 们 推出 ， 线 段 是 双 曲 测 地 线 的 
”“ 测 地 线 的 余 分 支 称 为 开 半 平面 ， 任 何 一 个 开 半 平面 都 是 
PE. AAPA Klein Hy EHI, WF: A> A 是 7.1 节 
rh BrfRXRHgEEASE. Edh Poincaré RAY CA, po RS DO He ZR GT px. 
AFP Bk EK ER BE , [Er ABS TSR E Xe Poincare EE dm dl, 
SARMF GE) REB CR X F BS gu oe. 特别 的 , Poincare 
模型 中 的 半 平 面 被 映射 为 一 个 欧 氏 半 平 面 与 4 的 交集 ， 这 8h 
AÉ— PRR MPH. Ak, Kleinia eR THES 把 
双 曲 凸 性 转化 为 更 加 熟悉 的 欧 氏 凸 性 。 

Hy (2) AD, AERE E SS. E Q0 £3 k 
半 平 面 ( 开 的 或 闭 的 )， 则 UB。 的 余 集 是 半 平 面 的 交 ， 从 而 
ERRA. dd n, tlt BB D Phe DY S, FS] 为 它 是 如 图 
7.5. ! 质 不 的 那 种 阴影 六 平面 的 并 集 的 人 VE, 
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图 7,5,1 


还 有 另外 两 个 性 质 类 似 的 例子 以 后 要 用 到 。 我 们 称 与 无 
穷 远 贺 周 相 切 的 欧 氏 圆周 的 内 部 为 极限 圆 域 。 通 过 取 模 型 IT 
并 以 % 作 为 切 点 ， 不 妨 设 极限 贺 域 为 (etip y>t} 。 这 
一 区 域 是 凸 集 ， 因 为 它 是 所 有 形 如 (DP. dex xU) 
《z。 取 遍 一 切实 数 ) 的 半 平 面 的 并 集 的 余 集 。 极 限 圆 域 的 边 
界 称 为 极限 圆周 。 

所 谓 超 圆 域 ， 是 指 经 等 距 变 换 可 化 为 如 下 形式 的 区 域 ; 
对 于 某 个 ge(0，T/2) 


( zeH?: larg(z) - 231<0} 


以 后 将 会 看 到 引入 这 类 区 域 的 重要 音义 。 这 种 区 域 是 凸 的 ， 


因为 它 蚌 形 如 
{ zeH?: |z ^ zo| <rocOs@ } s x.e€R 


的 六 平面 的 并 集 的 余 集 。 超 圆 域 的 边界 称 为 超 图 。 
最 后 、 我 们 给 出 册 7' 集 的 特征 。 当 且 仅 当 刀 中 每 一 点 z 
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都 有 一 个 开 邻 域 N 使 得 五 站 NRO SEO, RARE DORER 
号 性 和 局 部 凸 性 的 概念 对 于 欧 氏 空间 和 双 曲 空间 都 是 有 意义 
的 ， 并 且 容 易 推 广 到 闭 双 曲 平 面 。 

定理 7.5.1 设 了 是 欧 氏 平面 或 半 双 出 平面 。7 的 久子 入 


© > © o 9 @ o o 


DEI Albe Pk ose HIRT ride TOK, Poincaré 
BHL RE IRI ER RTI 论 在 P 是 闭 双 曲 平面 时 也 
成 立 。 于 是 ， 只 需 证 明 车 如 是 尽 : 的 一 个 局 部 凸 的 连通 闭 集 则 
Ej NRA Ay (其 逆 命 题 是 平凡 的 ) 。 

说 中 的 两 个 点 是 折线 连通 的 ， 如 果 这 两 个 点 能 够 用 如 
中 的 折线 相连 接 。 这 是 一 个 等 价 关系 。 的 局 部 凸 性 意味 着 
每 个 等 价 类 都 是 吾 中 的 相对 开 集 。 因 8 是 连通 JE, Mk 只 存在 
一 个 等 价 类 ， 从 而 吾 中 任何 两 个 点 都 可 以 用 百 中 的 折线 连 
接 。 所 以 ， 只 要 证 明 当 Cz,5) , wwa E TERE 

Cu,w2 也 包含 于 就 足够 了 。 因 当 %,»?,w 共 线 轩 ， 结 论 是 
平凡 的 ， 故 不 妨 假定 这 些 点 不 共 线 。 

对 于 三 个 点 a,b,c， ET (a,b,c) 表示 以 a;b,c 为 :顶点 
的 三 角形 〈( 即 点 4a,5,c 的 凸 包 ) 。 设 KK 是 Cuv) 中 满足 如 下 
性 质 的 点 z 的 集合 : A Æw wh H S y, E Tw, ay) 
CB. 由 于 点 在 ?局 部 山 ,K 必 含有 某 个 长 度 大 于 零 的 区 间 。 
MPR, KEM Co, x) 或 Cv, r) 的 区 间 , rro. 
我 们 来 证 明天 = 6Co,u3 。 

选取 ze 的 一 个 邻 域 Y 使 得 至 门 Y 是 凸 集 , 然 后 再 选取 Cv, 
zo) ON Pe 和 Cro uN N phr 参看 图 7.5.2。 

因 z :< 瓦 ， 故 存在 (2,) 中 的 某 个 y :满足 

Tv KY) CE 
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图 7,5,2 


选取 NN Gy D 中 的 一 点 z; BEONEOCKRMA 
T CZ, Ziz) CE 
对 于 如 图 7.5.2 所 示 的 ys， 又 有 
TV 209A.) C TQu,z,,y 0 UT (Qr, £492) 
CE 
re Kx d HrK Hzo- u, MK =Cv,u),WukKa,G 
存在 (0,0) rhy dE y EET Co us CE. | 
REZE Co,w3 pE Tw, y) CE 的 点 8 的 集合 
K, AEK BETER Cony) Rly), dH EE HI 
Sig AK. 【2,go。 上 一 段 的 论证 (u,v UR EA us Yor w) 
表明 yo = w， 故 wekK, 且 有 
T(v,u,w)cE L] 
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习题 7.5 


1, Was z^» w, w REAP HAO, HUE. d$weCz. 2/2, W 
p(o;o')smaxíp(osz)»»p(ol'sz)) 
并 以 分 析 的 方法 证 明 双 曲 圆 盘 是 山 集 。 
2, 构造 召 : 的 个子 集 ,使 其 具有 连通 性 和 局 部 凸 性 但 不 是 凸 
集 ( 参 看 定理 7 .5. 1)。 
3. EHATE 
{stige H? :a<zr<boy<e} 
{etiysH? t+ a<a<bsy>c } 
中 只 有 一 个 是 山 集 。 


§ 7.6 ff 


对 于 汉 曲 平面 中 的 角 ， 我 们 按照 7.1 布 中 的 既定 方针 去 
处 理 ， 即 用 欧 氏 几何 的 术语 来 表述 双 则 几何 的 角 。 在 双 曲 几 
何 中 ， 所 谓 在 z 点 的 一 个 角 就 是 从 z 点 出 发 不 计 先 后 顺序 的 一 
对 射线 (L,L')。 设 ( 工 ,L 是 在 z 点 的 一 个 角 ， 并 假定 工 和 
不 在 同一 条 测 地 线 上 , 则 LL” {2z} 同 由 工 所 确定 的 测 地 线 
也" 不 相交 ， 这 推出 亏 " 余 集 的 两 个 开 半 平面 中 的 一 个 ( 设 为 
E’) WAL’ -{z} . BW, L' ARPT ES di 
z&&L-i(). LESE LAL, LOAM ANZ’. 
容易 看 出 (L, 工 ') 的 内 部 是 LUL’ 的 余 集 的 一 个 分 支 , 余 集 的 
B-T XC RO R CL L) S 9p 38 

AR LL! TEA- AREE E, WK, MBL ULB 
一 条 测 地 线 〈 这 时 内 部 和 外 部 就 没有 一 个 选择 的 标准 了 ) ， 
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或 者 到 = 了 工 CAEP TMERA BAS, X5 BE 
工 的 余 集 )。 

给 定 在 点 5 的 一 个 角 ( 工 ,二 )， 若 二 和 五 确定 不 同 的 测 
Hee, WAL, LMA Be aS, DOS Ee Ae AP 平面 的 交 
集 。 作 为 它 的 祭 集 ， 角 的 外 部 不 可 能 是 凸 集 ， 否 则 连接 元 - 

{z} FAL’ - 《zj 上 的 点 的 线段 将 既 属 于 ( 工 , 二 ?的 内 部 又 属 
于 (GAL 的 外 部 。 当 然 ， 我 们 可 以 用 通常 的 方法 来 度量 
在 z 点 的 内 角 和 外 角 ， 并 且 其 角度 分 别 位 于 区 间 CO, 00 PH 
(1,2132 B. 


IRZ: 2i Za eH EM PRERE Dif La dE A 
2 出 发 分 别 经 过 zz 和 zs 的 两 条 射线 。 则 (Li. D.) 是 在 zi 点 
的 一 个 角 ; 以 4 表示 其 内 部 。 设 4; 和 4s 是 按 类 似 的 方式 确 
定 的 在 点 z; 和 zs 处 的 负 的 内 部 ,这 些 记号 尺 需 看 一 下 图 7.7.1 
就 很 容易 理解 .顺便 提 一 下 , DHE, Ad Czo) CA OB 
7.671). 
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定义 7.7.1 4 A40 40 4, 称 为 由 2z1,z:,zs 三 点 所 确定 
的 三 角形 ， 记 为 T(z1,z2,23) © 
“23, [zi,27) MA DME MTZ) 的 顶 
mb X88. T 21522525) 的 每 个 角 都 是 内 角 ， 因 而 都 小 
Ta. XT SERE, RIETZ, zs 20 简单 地 记 为 7。 
显然 ， 由 每 个 4 是 凸 集 可 知 ? 也 是 凸 集 。 此 外 ，45 还 是 依 如 
下 意义 的 7 的 角 ， 即 对 于 任何 以 z; 为 中 心 的 充分 小 的 开 圆 盘 
DXA 
D(|T-D(|A; 
为 验 明 此 事 ， 设 瑟 ; 是 包含 z; 晶 使 其 余 两 个 顶点 都 在 它 的 边 
界 上 的 半 平 面 。 从 而 ( 当 7= 1，DCH1 时 ) 有 
D(|A;- (DN HOCH; H9 
= DNH, QNH) CH, AD) HN Hg) 
=DNT 
其 次 ，97 由 下 式 确定 
OT = [zzg9 门 Czsy2s] 站 52zayzi] L 
EH- AE 258 d CERT DL CIC v HARAT o ROT CH, 
ATCHI ER HANA apu, MA 
T.C H,(| H,()] H,- T 
由 了 是 连通 集 ( 事 实 上 是 凸 集 ) 并 且 S OT 不 相交 知 ， 它 必 
位 于 07 的 内 部 或 外 部 。 但 了 与 ?7o 相 交 ， 故 ?CTo， 从 而 了 = 
T'ao 
在 用 公理 化 系统 叙述 的 双 曲 几何 学 中 ， 有 了 时 有 必要 把 如 
下 事实 作为 一 个 公理 ， 从 z, 出 发 且 经 过 Tiz, Z2, zs) 内 一 
点 的 射线 工 必 与 边 Cr) 相交 。 在 我 们 的 情形 下 不 难 证 
明 这 一 事实 ， 显 然 作为 连通 集 的 线段 一- {z1} 与 7 的 内 部 
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有 交点 Cw) ， 并 且 不 可 能 同 C2,,22] 或 021,25) 相交 ， 
XA L-íi(: X4. EMME SRA, d 5 
Mid 
一 个 结果 在 推导 三 角 公 式 时 常常 用 到 【〈 故 有 必要 给 出 
ute a X IED o 
定理 7.7.2 HLH ATA Re RI ( 设 为 (2,252 ) 的 
测 地 线 ， 则 过 z. 点 且 委 直 于 工 的 测 地 线 工 , 必 与 工 在 Czas 2,2 
中 一 点 w 处 相交 
证] iy We LA GENE 轴 ， 于 是 =ilzl (参看 图 
7.7.2) 。 容 易 看 出 
PCZ 2,) 25 p(w,z,) 
类 似 的 有 
DG, Z3) ZPW, Za) 
(参看 7.20 节 ， 该 处 未 用 到 三 角 学 ) o H (252.23 是 最 长 
边 而 推出 
max ( p(zs, W), p(Zs, w) T xcp(zs, Za) 


图 7.7.2 
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点 zay2zs, 纪 是 共 线 的 ， 并 且 其 中 必 有 一 个 点 位 于 另外 两 个 点 
之 间 。 应 用 定理 7.3.2 知 ww 必 位 于 z: 和 zs 之 间 (或 等 于 两 者 之 
—) o 

本 节 的 大 部 份 内 容 可 以 毫 无 困难 地 推广 到 有 一 些 顶 点 或 
全 部 顶点 在 无 穷 远 圆周 上 的 情形 。 值 得 注意 的 是 定理 7.7.2 不 
Fi Ce. EA CRA LMA EK AA EA 
TX». 


习题 7.7 


1. 试 证 明 ， 在 双 曲 几何 中 ， 三 角形 的 三 个 顶点 可 能 但 不 必 位 于 
一 个 贺 周 上 。 
” 2. WER: 三 角形 7 的 直径 ， 节 
Sup { p(zsu) 3 zsweT } 
等 于 其 最 长 边 的 长 度 ( 参 看 题 7.5.1) 。 


r3 


87.8 ws 


ROARED TEMES Ae. AUR. S 
采用 一 套 标 准 的 记号 ， 这 套 记号 使 我 们 可 以 比较 容易 地 表示 
各 种 兰草 关系 。 三 角形 2 的 顶点 记 作 bo v.v 它们 的 对 过 
鸭 长 度 分 别 为 a,5,c; 这 些 顶 点 处 的 内 前 为 as,p,>。 这 套 记 
号 是 容易 接受 的 ， 读 省 只 需 看 一 下 图 7.8.1 便 可 一 自 了 然 。 
E AERE I St Ek BERI f EPR EP ARS EA, = SE SR 
射 下 也 保持 不 变 。 

我 们 介 许 一 个 三 骨 形 的 一 些 项 点 或 全 部 顶点 位 于 无 穷 远 
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UR E. (illu, Hose FECHAS URUS M 
“a=0; b=c= 二 co 


VA 个 顶 点 在 无 55 xl "a Eb, ud aka BACAR E PX 


习题 7.8 


1. EP AT. EAP SAA, DE AaB CBS. OX ie UP fe 
fo A EBB HET WRT o 


平行 角 是 一 个 经 典 的 术语 ， 是 具有 中 条 平行 边 且 角度 为 
ca,0, 和 /2 的 三 角形 所 请 是 的 三 角 关 系 。 这 样 的 三 角形 只 有 两 
4 BR, HIFA EG 

EUTSI GTI. LA MEME, 01/2 
Case0) , UB we ee ee oe 

Ci) sinh b tan a=} 


Gii) eogh ésin a=] 
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GiD tanh bsec a-1 
[证 ] ANEH Hite Z, EAR ABE 
v= i 9,70, Do 二 和 十 13 
其 中 zz+g2= 1 参看 图 7.9.1。 因 y =sinw， 由 定理 7.2.1 
(ii 即 推 出 (ii) 式 。 剩 下 的 两 个 公式 与 (iD 式 等 价 。 口 


图 7.9.1 


$7.10 一 个 顶点 在 无 穷 远 的 三 角形 


25138 f He 75a, B, 009 — fRTÉ, Mohedapüm o, WIL 
a=b=t+os, O«Cco« tc 
我 们 来 确定 a, 6 和 c 之 间 的 关系 。 
定理 7.10.1 HARDA A DE AUD, dio 
l*cosa cos f 


(1) cosh c= . : 
sin a sin f 
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Gi) ^ sinh c= S08 2+ cos f 
sin a sin f 


CHE] MÆR HHA Re, = o. Bee omo oT 
a jz| =1 上 ， 且 
va=expié), v,- exp (id) 
JEb0<0<b<n, AibkHa=9, Boa - 6. IR 
cosh c=cosh p(t,,v,) 
故 从 定理 7.2.1 即 可 推出 个 式 。 我 们 把 GD 式 留 给 读者 去 
SHE o N 


§ 7.11 直角 三 角形 


现在 考虑 角度 为 ,5,z/2 的 三 角形 。 经 适当 的 等 距 映 射 
可 假定 


Vv. =i, v= ki, v,— Sti 
其 中 二 1，s 和 t 是 正 数 且 满足 s*+ 二 = 1 (参看 图 7.11.1) 。 
首先 讨论 三 边 间 的 关系 ， 这 就 是 Pythagoras 定 理 ( 商 高 
定理 ) 的 双 上 曲 形 式 。 
”定理 7.11.1 对 角度 为 4,p,n/2 的 任 一 三 角形 ， 必 有 
cosh ‘c= cosh a cosh b “7. 11. ES 
[证 ] ”应 用 定理 7.2.1 (D , RNA 


1+ hk? 1 
= Ti shb= 1 
coshe okt cosh ? 
- 
cosha= M EI € 7.11.2) 
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IM 
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f 
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x 
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图 7.11.3 
WETS tH, FRAT BRAK 
tanh b=s (7,11,3) 
Jt D 06 25 JE P — FA RR 
定理 7.11.2 HARA, P, /2R E —  AUE. dH 
(Ci) tanh b=sinh a tan f see _ 
Gi) sinh b=sinhe sin £ 
Gii) tanha=tanhccosf 
CHE] Hito Me, A ERE ER AK ALD, WM OLA 
v, Slo KORE EM AE 
h2= 1-228 
这 表明 zs «0. Dice. 0, E120 TUS I BR EC E PEDE EE ro HR f 22 
Po Wy. 


k 


tan f= 


= 2s — 
£2—1 
从 而 由 (7.11.2) 和 (7.11.3) 式 即 可 推 册 (iD 式 。 
AGRA CZ 11. Dt see B f GD X 从 GD 和 (ii 
式 中 消去 5 即 得 (i 让 ) 式 。 g 
”最 后 讨论 两 角 一 边 的 关系 。 
定理 7.11.3 对 角度 为 a, 有 ,x/2 的 任 一 三 角形 ， 必 有 
Ci) cosh asin f=cosa QUT 
Gi) cosh c=coltacot f 
[证 ] 甲 定理 7.11.2《〈i) 推出 
sinh a tan f= tanh 5 
sinh b tan a= tanh a 
消去 5 即 得 COGN. 
ZEAAWEH] CD , ASEM (7.11.D 式 ， 已 证 的 CD 式 
AR dise zEfRaSb,cgRBip bE 7 FH fto f SUP E 去 Ek cosh a 
和 ccsh bE aj, Ld 


8 7.12 正弦 定律 和 余弦 定律 


现在 考虑 一 艇 的 INS IIE» 其 三 边 为 4，,5,c, 三 边 所 对 
(WAG Boy. ME, P. VRECA A iia, b, HEAR 
的 ) SEPTATE er PEER 

E EE 

sinha sinhb sinh ec 


sine sinf siny 
宗 弦 定律 】 
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cosh c=cosha cosh hb - sinha sinh b cos y 

余弦 定律 了 
cosa cos f ^ cos y 

sina sin f 

应 当 注 意 第 二 个 余弦 定律 的 存在 性 ， 因 为 在 欧 氏 几何 中 
没有 类 似 的 命题 。 在 双 曲 几何 中 ， 此 定律 意味 着 : 如 果 两 个 
三 角形 的 角 相 同 ， 则 存在 等 中 映射 把 一 个 三 角形 映射 成 另 一 
个 三 角形 。 

[ 余 强 定律 了 的 证 明 ] 我 们 利用 模型 4， 且 不 妨 假 设 
9,70, va>0 (参看 图 7.12.1)》。 


cosh c= 


注意 到 


va= tanh i-e, Va) 
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= tanh ; (7.12.1) 


RL b T 


v,-e'"tanh-7. (7.12.2) 


H (7.2.4) 式 ， 我 们 有 

cosh c= 2sinh?t ; pO, ,0,)341 
2 Io, — Va|? +1 
= [val 2) C1 — vs} 2) 


应 用 欧 氏 余弦 定律 ，|2。-2,| :可 用 lo , 12,| 和 cos y 36 ik, 
再 应 用 (7.12.1) 和 (7.12.2) 式 经 化 简 即 推出 所 要 求证 的 结 


Ro L3 


[正弦 定律 的 证 明 ] ”应 用 余弦 定律 [ ， 得 


(sinh €) 2 —— Sinh?c 
sinay? | cosh acosh b- cosh c 
1- ( sinha sinhb ) 


ARiEWT ERA Ta, b.c ER, TERRA B 以 
证 实 ; Ak, RREH 
(sinh a sinh 5)? - (cosh a cosh b -cosh c)? 


对 称 。 pe sonn 表达 sinbh: 看 出 。 


Cask ae fft T f mE) 了 简单 起 见 ， 我 们 以 4 表示 
cosh a，B 和 C 是 类 似 的 记号 。 MA I 推出 
AB-C 
cosy =-- Mp 


(AD? —ps 
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BC 
. D 
aye 2.2.7 
SUY ATB =) 
其 中 
D=1+2ABC — (4? + B? +C?) 
XTA, BCX, Msin? yp RIR RADO, 
显然 ， 将 分 式 
cos a COS  * cos y 
sin «a sin f 


的 分 子 和 分 母 同 乘 以 


(42-1) * (B2 - 1) * (01-1) 
便 得 到 


cosa cosp +COS? 
sine sinf 


(GIC - ACA - B) + CAB-C)(C* - 2 
D 


=C L] 
习题 7.12 


1. 对 FARZA, WER: MERAS eS 
<b< eH HE IEE FRAN E713 105 18162. 

2， 试 证 明 ， 当 有 生 仅 当 4 = 6 = 时 一 个 三 角形 才 为 等 边 三 BOE s 
而 此 时 ， 还 有 


3. 对 于 HPT, DIE, MAb = c 时 在 2。 点 的 


ane moder ff CE B= FRI) o 
. jR RE AA. os Lae Ble. WU APE AT CR AAA) 在 


Of eT 


大 年 把 三 fT. I Ay AUB Ts o 
§ 7.18 三 角形 的 面积 


定理 7.13.1 HTA Eua, 27 的 任 一 三 角形 了 ， 有 
h-aresii)- a - (a f y) 


推论 双 曲 三 角形 的 三 f: 之 和 小 于 了 。 
CHE] 党 设 y = 0. 我 们 不 妨 设 we = = co yy 和 2 位 于 | =1 
上 。、 从 图 7.13.1 知 


cosp d 
h-areac = f — g) CI. y? Na 


cos x 
=x = (a +p) 
这 就 是 当 ?= 6 时 所 要 证 的 结果 ;一角 来 说 ,任何 一 个 三 角形 都 
{ 
| T 
| ; 
i ON T 
Er 
E ' 
F 1 
1 : 
ee 
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AE PAS IX = FAI ZH O v. RE LB o. 26 C23 uc P 
周二 一 点 2， 考 虑 三 角形 ?row)) MAAR TE — NS 
情形 下 的 结论 。 CT 


87.14 A B H 


这 是 双 曲 三 角 学 的 最 后 一 节 ， 更 仔细 的 讨论 留 给 读 者 
去 作 。 


定理 7.14.1 三 角形 7 的 三 条 角 平 分 线 交 于 7 内 一 点 5。 

[证 ] 不 妨 设 y 是 最 小 的 角 ， 砍 有 7 达 7/2 在 vs 和 ?点 
作 角 平分 线 , 它们 必 交 于 了 内 一 点 6 (参看 7.7 节 ) 。 如 图 7.14.1 
定义 yi 和 yp:。 因 /2，pB/2，7; 和 7 都 小 于 TT/2， 故 可 人 队 5 点 
向 三 边 引 垂 线 得 到 三 点 必 ,,ws;w。( 如 图 7.14.1)。 这 些 点 必 
位 于 了 7 的 开 边 〈 即 除去 端点 的 边 ) Eo 

将 正弦 定律 应 用 于 以 (6,2;] 为 边 的 两 个 三 角形 上 ， 
得 到 

p(G,w)-p(6,w,) 

Ew taw., RRR, DU wow, wf. 
于 以 6 为 圆心 的 一 个 圆周 上 。 由 基本 的 三 角 关 系 而 知 
yi7 Ys. m 

TRUAG A DA Ew. ws 2 三 点 的 圆 WS TS A SIRE 

定理 7.14.2 THARP CE RR 


= 9 % 8 e >œ 


tanh2R = €08'a*cos*fi«cos*y*2cosacos Beosy-1 
2(1«cosa) (1*cosf)(1«cosy) 


CHET — Er =P Crave) » y-pOrn. 7, B 
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图 7.14.1 


cosa cos +cosy 
sine sing 


从 而 有 
CK(cosa eos + cosy) - (sina sinz) (sing sinhy))? 
= (I -coc?a) + sin?a sinh?z3C(1 - cos?) 
+sin?f sinh?yJ 


= coshz coshy + sinhz sinhy 


由 恒等式 

sind = (1+cos?) tan 2 
和 关系 式 

tanhR= sinhztan > 
推出 


sina sinhz=(1tcosa)tanhR 


对 于 Bp,y,R 有 类 似 的 等 式 , 作 代 换 ， 经 化 简 即 得 所 求证 的 结 
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X. L] 
Fifi (LT RAT RE 
例 7 .14.5 XP T Om 中 每 个 a， 我 们 可 以 构造 一 
三 角形 了 使 它 的 角度 为 ,0,0。 于 是 


4 tanh?R= j d * cos a) 


= cos?- 9. 
2 


E sin*C-1-h - area (T) 


在 欧 氏 上 几何 中 ,一 个 三 角形 可 能 面积 很 大 而 内 切 圆 很 小 。 
下 一 个 结果 表 亡 在 双 妆 几何 中 会 出 现 很 不 相同 的 情况 ， 其 证 
明 可 参看 [10] 。 

定理 7.14.4 PRAIA Ba AL 


lanh R> ; sinc h-area(?)] 


并 且 对 于 h-area(T) 的 每 个 值 ， 这 个 下 界 都 是 最 佳 的 。 


例 7.14. 3 就 表明 了 这 个 下 界 是 景 佳 的 。 
§ 7.15 ”多边形 的 面积 


BiG PHS ordan 则 线 

C2;,2,2U C22, 2, Deel EÉXa-io 42. U C2. ,21J 
的 内 部 。 SUE fec matu: HOOP Me gn. D 是 以 zi 
HDR E FES DE. AE HH, OJAUESSP 在 321 点 的 
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MG eA As TAL MO 99; wit 5 9 33 WR RS P 7 
一 致 。 我 们 公主 顶点 落 在 无 穷 远 圆 同上 上， 如果 2 是 一 个 这 样 
的 无 穷 远 顶点 ， 则 98; = 0。 

定理 7.15.1  SPPJELAO.,02. 5,0 29A FR E de 3B 
"IP SOEUR e Vs : 
l l h ~area(P) = (n—2) m - (0; +++ -0,) 

LUE] z=3 的 情形 已 在 7.13 节 中 作 过 证 明 ， 因 此 通过 
把 多 边 形 分 成 *-2 个 三 角形 而 知 结论 对 于 三 多 边 形 也 成 立 ( 细 
地 从 略 》》。 我 们 有 必要 明确 地 指明 定理 15.,1 对 所 有 三 与 非 凸 
的 多 边 形 都 适用 。 

对 非 巾 多边 形 岂 是 递 过 将 其 划分 成 三 角形 来 证 明 ; 作 这 
种 划分 并 不 十 分 容易 ， 但 我 们 可 借助 于 如 ule? 公 式 。 首 先 延 
长 P 的 每 条 边 使 之 成 为 一 条 完整 的 测 地 线 。 这 就 把 整个 双 da 
平面 划分 成 有 限 个 互 不 重 倒 的 山 多 边 形 〈 因 每 一 个 部 古 六 平 
面 的 交集 ， 故 为 凸 集 ) 。 我 们 只 考虑 这 个 划分 中 位 于 诛 多 XI 
JÉ PRRS3D 48 &XDÉP. Ho, BPP 又 可 以 分 成 一 些 三 
角形 。 这 桩 ， 我 们 就 把 已 分 成 了 一 些 互 不 重 登 的 三 角形 卫 ，， 
而 使 得 P 的 每 个 顶点 是 某 个 了 ,的 顶点 并 且 7 ;的 每 条 边 或 者 是 
另外 某 个 了 ;的 边 或 者 是 尺 的 其 条 过 的 一 部 份 〈 且 不 是 任何 别 
的 了 的 边 ) 。 

设 P 的 这 种 三 角 剖 分 有 入 个 三 角形 ， 召 条 边 ，V 个 顶点 ， 
且 设 有 有 如 o 竹 迪 在 P 的 边 上 。 由 球面 的 Zuler 公 式 推 出 

(N+1)-E+V=2 

光 了 十 入 个 三 角形 中 的 每 一 个 都 有 三 条 迪 ， 按 沼 不 同方 式 

计算 边 数 得 到 等 式 
3N =o +2C# — Bo) 
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消去 下， 得 
N-2V+Ey= 一 2 (7.15.1) 
现在 来 计算 面积 。 在 这 种 剖 分 的 了 个 顶点 中 ，? 个 是 P 的 
THA, Eo- nS eT PAI E, V- Bop ET PHO. th 
(7.15.1) AEA 


h-area(P)- Duh ~area(T;) 
j=1 


= Na~ (9,+ 6 +6,) — (Hy —n)m 
- (V—£)2% 
= (n~2)%—(O, +464) LJ 
注 ， 对 于 欧 氏 多 边 形 有 
(n-2)m =O, + 0 +O, 


§ 7.16 YH we 


我 们 来 建立 两 个 关于 贝多 边 形 的 结果 。 第 一 个 是 关于 一 
个 多 边 形 为 凸 多 边 形 的 充 要 条 件 ， 第 二 个 是 具有 指定 的 角 的 
凸 多 边 形 的 存在 性 。 

定理 7. 16.1 BPO Ds COSA BUI M 


这 是 定理 7. 5. pom 显然 ， 定 理 7.15、 ;. LA Bl Y 
存在 以 0.,… .0 ,为 内 角 的 多 边 形 的 一 个 必要 条 体 
Oit est 0, <(n— 2) 
事实 上 ， 对 上 | 多 边 形 而 言 这 个 条 件 也 是 充分 的 。 
定理 7.16.2 290500, 6. 是 任意 一 个 有 序 的 z 元 数组 ， 


Hg oo m, j =l, n, 则 存在 一 个 多 边 形 P， 其 内 


e © + @ è» + 
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e è e LLLILILL. a l e o 


+e e+0, g -2n (7.16.1) 

事实 上 ， 我 们 将 构造 出 一 个 多 边 形 P 使 1 ED BS fH GE 

BY Am B45 P 9d 20 A DOES PEEL 

[证 ] ”给 定 01,*…*,0, 满 足 (7.16.1)〉 式 且 每 个 9 都 位 

于 50,7) 内。 在 4 内 作 7 个 四 边 形 81;“…,8,， 而 每 一 个 四 边 

形 都 有 一 个 顶点 在 原点 〈 如 图 7.16.1 所 示 ) 。 长 度 4 是 一 个 待 

定 的 正 数 ， 顺便 指出 ，Q@; 由 4 和 0; 所 确定 (在 相差 关于 原 丰 的 
一 个 旋转 的 范围 内 ) . GR, RE 7 


fie Po PIU TIG COO Os BUG TENEAT TE 


Saa | (7.16.2) 


即 可 作出 所 求 的 多 边 形 P， 它 就 是 这 些 互 不 重合 的 8; 的 并 。 


由 定理 7.11.3 有 
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Lun 
cos 2 


sin a= “osha” (7.16.8) 


我 们 来 若 碟 函数 


6, 
z cos 
g(t)= >) sin“ (Sea. 


j=l 
hizo, sin C0,2/22 内 的 值 。 
显然 ，9 是 连续 的 减 国 数 ， JER Me + ge 0. 
HB C€.16.D 5X, RA 


g (0) = S (2!) 


j=l 


= ; Can- (Oit 0,)) 


>N 
Ahi se RE Se Cd) = ne Renee, MA 知 由 
(7.16.3) AMER OT (7.16.2) 式 。 g 


作为 定理 7.16.2 的 一 个 应 用 ， 容 易 看 出 ; "B rinm 
hb, A FRET AA AaB SF n/289 XD. 


e s e e s ç a s 


§7.17 四 x JE 


定理 7.16.2 有 一 个 直接 推论 ， 当 且 仅 当 0 委 %<T/2 时 ， 
才 存 在 角度 为 fr/2，T/2，fr/2，9 的 四 边 形 ; 这 样 的 一 个 四 
边 形 如 图 7.17.1 斯 示 。 这 种 四 边 形 称 为 Lambert 四 边 形 。 越 
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过 一 边 作 反射 ， 即 得 到 一 个 角度 为 x/2，7/2,$,$ 的 四 边 形 
《如 图 7.17.2 所 示 ); 这 种 四 边 形 称 为 Sacche7i 四 边 形 ，6G 
Sactheri 在 研究 平行 公设 时 曾 采 用 过 这 种 四 边 形 。 


m 7.17.1 EB 7.17.2 
如 图 7.17.1 所 示 ， 我 们 有 如 下 定理 。 | 
定理 7.17.1 G) sinha, sinh a,-*0s 9 
Gi) cosh c;= cosh b,sin ó 
定理 的 证 明 要 用 到 两 个 很 有 用 的 引 理 。 
引 理 7， 17. 2 a Naess PA Es 


e. e e+ č è ù © è è ù © 9 0€. mm o u č a 5 


sinh p(0,w)= - 1. cosh "n 

T T 
[证 ] BPR, I$ = lol + 7， 而 正 交 性 意味 着 1 = 
L+r?, JH (7.2.4) 式 可 求 出 sinh p (0,w) ， 从 而 得 


2 je] 
— fw] To. 


sinh p(0,w) = 
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cosh 值 可 直接 推出 。 | rj 
LASER ASIST hn ABER 则 


e © >» © è * 


H ERR. L'A BA 
cosh pL, L'),1, cos ¢ 
CHE] ”不 难看 出 ， 不 相交 的 测 地 线 有 一 条 公共 的 正 交 
测 地 线 87.220 ,此 时 定义 P( 工 ,也 ) 为 这 条 正 要 线段 
在 工 和 二 之 间 的 长 度 。 由 不 变量 的 常用 论证 广东， 我 们 只 需 
BELA PE = Pt 
O LANL’ H ph Bl Jal I| = RAM lz] 27; 
Gi) LANL’ RH hae =0, w= 213 
GID L3nL'ikABSBKIC EL fS. 
对 每 一 种 情况 应 用 3.2 节 给 出 的 关于 CL. LO 的 公式 即 可 推 
出 所 要 证 的 结果 。 i . i 
5 定理 7.17.1 的 证 明 ] 不 妨 设 图 7.17.1 中 的 四 边 形 的 两 
条 边 a: Fila, A BNET IES RE HEAR 假定 另外 两 AR XL, 
和 82: 分 别 位 于 圆周 
Iz -iv| = R, Iz—ul =r 


dq. Sethu, v7, 玉 都 是 正 实数 。 由 引 理 7.17.2 有 


. , 201 
sinh a, sinh =- 


5187.17. 3B] S£ BE Z3 
(L,L')-cosó 
ma 3. 275 AF 


| T? - E* — |u - iv]? 
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|r? + R? — u? —v?| 
2rR 


1 


rR 
最 后 一 个 等 式 是 由 于 w: =1+r:，22=1+R?。 
为 证 明 GD ， 我 们 改变 多 边 形 的 位 置 ， 使 得 具有 角度 
$ 的 那个 顶点 位 于 原点 ,5, 边 位 于 正 实 轴 上 (参看 图 7.17.3)。 


图 7.17.3 


将 这 个 四 边 形 关 于 实 轴 作 反 射 ， 设 工 是 包含 边 4: 的 测 地 
线 ，L 是 关于 实 轴 的 有 反射。 由 引 理 7.17.3 有 
(L,L') =cosh(2a,) (7.17.1) 
ALAAKKAMH EB DAde*, EAr, ME WALL 
Adet, “fib Ars; 且 显 然 有 
|de!* -de '*|>2r 
于 是 由 引 理 7.17.2 有 00 | 
; dei*—de i*| 2—9p2 
(L,L LIE e" de |e 2r? 
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| 2d?sintj - r? 
fs -ri 


= 2cosh2b,sin’¢ — 1 
由 此 式 与 〈7.17.1) 式 即 推出 GD 式 。 Cl 
习题 7.17 


1， 斌 由 定理 7.9.1 直 接 推导 出 引 理 7.17.2 ( 引 理 7.17.2 是 平行 
角 公 式 的 简单 改写 ) o 


§7.18 五 X) 形 


我 们 来 考 罕 如 图 7.18.1 所 示 的 五 边 形 所 存在 的 度量 关 
系 ， H pip, 


E 7,18.1 ， 


定理 7.18.1 (i) cosha coshe + cos¢ 
= sinha coshb sinhc 
GD #e=n/2, Wl 
tanha coshb tanhe=1 (7.18.1) 
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sinha sinhb=coshd (7.18.2) 

[证 ] ”容易 看 出 ， 存 在 测 地 线 过 角 Y 所 在 的 顶点 并 且 

与 长 认为 5 的 边 正 交 。 设 b,. 和 53, 是 如 图 所 示 的 长 度 , 6 vm dE Ó 

被 该 测 地 线 分 成 的 两 个 角 ，5$, 与 长 度 为 5 的 那 条 边 位 于 该 测 
地 线 的 同 侧 。 由 定理 7.17.1， 我 们 有 


cosha = coshh sind, coshe = coshh sind, 
sinha sinhb,- cosg, sinhe sinhb, = cosg: 
这 推出 


(cosha coshe - sin¢,sing,)? 
= (cosha coshe —sing,sing:)? — (cosha sing, 
- coshe sindg,)? 
= (cosh:a-sin!j,) (cosh:c -~ sin’g,) 
= (sinh'a + cos*d,) (sinh*c + cos:g,) 
= (sinh’*g cosh*8,) (sinh?c cosh?d,) 
两 端 开 方 取 正 根 即 为 
cosha coshe - singsing: = sinha sinhe coshd,coshbz 
由 此 式 可 直接 推出 (i) X, A 
cosha cohe + cosó 
= cosha coshe - sing,sing, + cosd,cos¢, 
= sinha sinhe(coshd,coshb, + sinhb,sinhb,) 
= sinha sinhe coshb 
ZED) RA MS = 1/2 即 得 (7.18.1) 式 。 为 证 明 (7.18.2) 
式 ， 我 们 对 5，c，4 应 用 (7.18.1) 式 并 从 所 得 的 表达 式 与 
(7.18.1) 式 中 消去 e 即 得 (7.18.2) 式 。 口 
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§7.19 A X) X. 


3841. 75 JE B] 7 . 19. 1 所 示 的 直角 六 边 形 。 连接 . a, fb x), 
的 端点 形成 一 个 四 边 形 9， 可 看 出 8 的 每 个 内 和 角 都 小 于 


xT/2。 这 推出 aj 边 和 5) 1 边 有 一 条 公 和 型 线 ， 设 其 长 度 为 6 《如 图 
所 示 ) o 


| 
! 
t 
bi 


| 
| 
i 
i 
i 
1 
i 
i 
t 
1 
i 
1 
i 
\ 
1 
b 


Fd 7.19.1 
定理 7.19.1 


sinha,_ sinha, | sinha, 


| sinhb,  sinhb, sinhb, mE 
[证 ] ”由 定理 7.18.1 得 — | 


sinhd,sinha,= coshi=sinha,sinhb, 
从 而 定理 的 结 


Jy 结论 由 六 边 形 的 对 称 性 推出 。 " 
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定理 7. 19.2 
coshb,sinha,sinha, = cgsha, + cosha,casnds 
[证 ] ”由 定理 7.18.1 可 得 如 下 恒等式 
sinh zsinha;-coshu 
sinhy sinh as= cosh v 
sinh wsinh£- cosh a; 
sinh v sinh t= cosh a, 
紧 接 着 ， 又 可 得 恒等式 
(cosh?a; + sinh*u) (cosh*a, + sinh?v) 
= (cosh a, cosh as + sinh u sinh v)? 
事实 上 ， 利 用 上 面 那 些 人 恒等式 把 此 式 的 两 端 表 示 成 4,? ,1 的 
函数 即 知 两 端 恒 等 。 于 是 有 | | 
coshb,sinha;sinha, 
= (coshz coshg + sinhz sinhy)sinha,sinha, 
= coshz coshy sinha,sinha,+coshu coshv 


= (coshz sinha,) (coshy sinhas) + coshu coshv 


ii 


1 1 
(sinh?a; +cosh?u) ? (sinhža; + cosh?v) ? 


+coshu cosh» | 


il. 


: a to NEN 
(cósh?a; + sinh?u) ? (cosh?a, + sinh?v ) ? 


+coshu cosho 
= cosha,cosha,+sinhu sinhe - coshu coshe [] 


注 。 定 理 7.19.2 表 明 六 边 形 所 有 边 的 长 度 由 a1, as as BY 
KERZ 
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8 7.20 点 到 直线 的 距离 


对 于 每 一 点 z 和 每 条 测 地 线 KL， 定 义 
p(z,L)=inf ( p(z,w):web } 
FF COME —P5— AR BRL xb JP A BOE, ii pL? 
EAGT aL BE RU 2 BL 3B HR 
RUA ite, "AAR FUE LTE E Bh 则 有 
L,- { G«H?*: |] = {zl } 
JF Au 
pG;, L) = pG,ilal? (7.20.1) 
INL Ef fj — RACH TEN, HIAERHT.2. Uf 


2 2 2 
cosh pain s “THES (z2ztiy) 


MNA 
= Oy i tag) 


fal. - (7.20.2) 
25 (7.20, 


HEAR 24 B. (X246 = |z| 时 等 号 成 立 , 这 就 验证 了 (7.20. D X. 
对 如 图 7.20.1 所 示 的 0， 应 用 (7.20.2) 式 即 得 到 


1 . 
, = To = 0 
cosh p(z, L) cos 8? sinh (z, L) = tan 


tanh p(z,L) =sin @ (7.20.3) 
作为 这 些 公式 的 一 个 应 用 ， 我 们 提 一 下 区 域 
{ zeH*:p(z,L)<k} Ck>0) 
这 至 是 7.5 节 所 描述 的 超 贺 域 。 
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图 7.20.2 


当 亏 是 五 ?中 的 欧 氏 半圆 周 {w: jw] =r} 时 ,也 可 得 出 
PZL) 的 公式 (大 看 图 7.20.2) 。 
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先 设 |z| <r。0 如 图 7.20.2 所 示 ， 过 zy,r，- 7 的 欧 氏 圆 图 
的 贺 心 为 ~-ir(tang) ， 半 径 为 rz/cosO。 于 是 有 
. _ T 
[z +ir(tanĝ)|?= Toso 


从 而 
tanl = r?— jal? 
2yr 
当 ]z1| 之 ?时 ， 对 z1 有 类 似 的 公式 ,只 是 其 中 的 7? 一 1z| ?被 代 
ZVA jel? -re Ae, EEH lol = 7 给 出 的 测 地 线 了 时， 从 
《7.20.3) 式 得 到 


(z=at+iy) 


jz 
AI 

我 们 也 需要 导出 对 于 模型 4 当 工 是 4 的 实 直径 (- 1,0) 时 
的 公式 。 在 这 种 情形 下 ， 我 们 要 证 明 对 4 内 所 有 的 w 都 有 


sinhp(z,L)= (7.20.4) 


. _ 2|Imw| 
sinhp(w,L) = 1 wl? (7.20.5) 


BI, AE EVE RRL ibo JE SS LE. 交 。 EL 
ML RFE TEEN — 1-8 HEE WR ME 9 以 -1 和 1 为 不 
动 点 ， 把 6 映 成 0 并 使 保持 不 变 。 这 一 映射 9 把 L 映射 成 
线段 (-i,i)， 从 而 gC(w) = it, te RTM. 只 要 注意 到 
9 使 微分 -5 引 和 着; 都 保持 不 变 ， 就 容易 求 出 w 和 t! 之 
间 的 系 关 。 我 们 得 到 


i Imw 


1-2 — 1H [wl? 
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另外 还 有 
pOr, L) = p(w,s) 
= p(ié,0) 
1+ ii 


6d - jog! * 
OST It 


XH (7.20.5) 式 。 
习题 7.20 


is 设 L 是 4 中 的 测 地 线 (-eis，ei9)， 试 求 出 sinh plz:L) 的 
显 式 表达 式 ， z€Ao 


§ 7.21 线段 的 垂直 平分 线 
设 z1 和 zs 是 两 个 不 同 的 点 ，w 是 [z1,z2] 的 中 点 。 我 们 
要 证 明 


(z:p(z,zi) = plz,Z2) } 
dé ntu A AE T CZs z JAY PE — Ay MAR , 这 就 是 Czly zz] 


e © # © £f 


我 们 在 鼠 : 中 讨论 ， 并 设 z = ij，zs =7?i，7> 1; 于 是 
2=7i。 由 定理 7.2.1 知 等 式 
cosh p(z,21)= cosh p(z,z2) 
成 立 的 充 要 条件 是 
lz—z1|? _ Jz—22|? 


y rey 


化 简 得 到 |z| = m, 
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在 模型 4 中 ， 保 向 等 距 映 射 的 形式 为 


"TORRE la|* - Je] *z 1 
cz+ a’ 
应 用 (7.2.4) 式 , 即 知 点 z 位 于 50,g (0)] 的 垂直 平分 线 上 的 
充 要 条 件 是 
|z|? -gl? oo 
(1-iz| 56-10?) a- lz) a- igo] 


这 等 价 于 


loz-c1a= |z|? 
因 7 
laz- c|*- jc2—-al?-2 jz]*-1 


AAAH (0,9 (002. 的 垂直 平分 线 就 是 9 ' Bo SERB LRL, 


"e » £9 è © o ù © o e © © a 


习题 7.21 


1. ERR? RAAZ; atiy; G= 2) 的 垂直 平分 线 为 
L-íz:gilz-2zil'-g)^lz-zil*) 
并 证 明 对 于 任何 一 点 zi FRUI pO EGIT 7+ BERK, REl 充分 
K, RALNK=¢. 


§ 7.22 不 相交 测 地 线 的 公 垂 线 


营 工 :和 工 , 荐 互 不 相交 的 两 条 油 地 线 , 则 存在 唯一 的 一 条 
测 地 线 与 上 ,和 工 ,都 正 交 。 

为 证 明 这 一 结论 ,我们 首先 注意 到 此 命题 在 等 距 映 射 下 
不 变 ， 故 可 设 工 .和 工 ,是 有 :中 分 别 由 方程 
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z= 0, (x-a)?+y?%= v 
给 出 的 测 地 线 ， 共 中 >r>>0。 同 到 : 正 交 的 测 地 线 是 仅 限 于 
方程 为 lz| = 的 那些 测 地 线 ， 而 这 种 测 地 线 与 工 , 正 交 的 充 要 
dkfbiba)- tei ABa>r, EEE — PIER 此 
方程 。 


习题 7.22 
1. 试 证 明 ， 具 有 公 重 线 的 两 条 不 同 的 调 地 线 互 不 相交 。 


8 7.23 不 相交 测 地 线 之 间 的 距离 


对 于 不 相交 的 测 地 线 工 ,和 工 ,， 定 义 
p(L,,L,)=inf { p(z,w):zeL,,weL, } 

LAL, TARE BS (Li, LD, ) 是 范 着 它 它们 的 公 垂 线 度 xm m 
E. 

我 们 在 互 * 中 讨论 之 ,并 设 公 垂 线 是 正 虚 轴 。 于 是 上 ,和 工 ， 
的 方程 可 设 为 |z| =r 和 |z| =R, PRW MA (7.20.4) 
式 推 出 (也 可 参看 5.4 节 ) 。 

P(\Li,L,) 还 有 其 它 更 方便 的 表达 式 ， 如 引 理 7.17.2。 
此 外 ,Pp (Li1, 工 ,》 可 表示 成 一 个 交 比 :车 上 的 端点 为 z! 和 
2:， 工 :的 端点 为 和 vw:, 它 们 在 无 穷 远 圆 周 上 的 顺序 为 z，， 
Wi,U;,2,, WA 


Czi, wi, viz VanhtC—- (Ly 31,332 1 (7.23.4) 
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习题 7.23 


1， 试 通过 在 ?内 讨论 并 取 z -0m = zs = XE ECT 23. D 
式 。 ' zB 


8 7.24 Wo MABE HIR 2 f 


两 相交 测 地 线 的 交角 9 (Co O0- n) 既 可 以 用 反 积 表示 
(3 引 理 7?.17.2) 也 可 以 用 交 比 表示 。 若 Li1=(z1,z。)， 
L, 一 = (W,,W,) 且 基 端点 在 无 穷 远 贺 周 上 的 顺 Hz. 


Z235U5, Wi 
- -20 
SELLER sin 5^1 


要 想 证 明 这 一 结 论 可 应 用 模 型 4 RL, = (-1,1), hy, = 


-ei ?) o 


§ 7.25 两 测 地 线 间 的 等 分 线 


RL 和 过 :是 两 条 不 同 的 测 地 线 ， 称 
. Lb-2í(zcmpO,Li)2p(z,Ls)]). 
AL. MLE 2 可 证 明 工 是 一 条 或 两 条 测 地 线 。 
情况 1 LML Fí , 
BERT LANL. FT eH? phe -afüz --a. h (7.20.3) 
式 知 z 属 于 工 的 充 要 条 件 是 
lz 一 al = |x+al 


这 等 价 于 z = 10。 
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情况 2 工 , 和 工 ,不 相交 。 
KL, ML, 为 H: 中 的 1 引 =1 和 |z| = 72. Bi (7.20.4) 式 
知 z 属 于 工 的 充 要 条 件 是 
Cz] * r*5? 2 r* Ciz] *- D* 
这 推出 |z| =r, 
情况 5 工 : 和 工 :相交 。 . 
KL fuL.25 Arpa dub zE (e .-e 1 dL (et^, etn 
(其 中 0 过 9 之 x/2) a HL’ =(-1,1) , Biz FLY FB 
条 件 为 
plel’z,L’)=plz,L,) 
= p(z,Li) 
= ple !'z,L') 
对 z= ye 应 用 (7.20.5) 式 ， 上 式 化 为 
(sin (0 +t)? = (sin (8 - (52? 
而 这 推出 工 是 两 条 测 地 线 (-1,1) 和 Ci D 的 并 。 


87.26 W R 线 


Bel FOL, Ae Pa A PH CA HR. BAHL L, 和 
工 :都 交 成 2 角 时 称 测 地 线 乙 为 工 : AIL 2 By 0 - i KER Coco 
<m/2) 。 为 举例 说 明 8- 横 截 线 是 怎样 自然 产生 的 ， 我 们 考 
EH WER g (e) = Az Ch>0) A R W HRL ro, 
EL 25 LAA EM, INDRA (LOM & 
0- 横 截 线 。 我 们 需要 搞 清 楚 的 是 0- 横 截 线 之 间 所 存在 的 度 
HER. 
L ALA ARRARL, MLE Aer /2- RRR EC 
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我 们 将 会 看 到 ， 对 于 所 有 其 他 的 9 值 ， 恰 好 存在 四 条 9- 横 截 
线 。 设 Lo 是 ,和 工 ,的 公 垂 线 ，L* 是 L ,和 工 ; 的 等 分 线 。 我 
们 在 模型 4 中 讨论 ， 并 设 
2=(-1,1), L'-(-i,i) 

这 种 情况 如 图 7.26.1 所 示 ， 其 中 指出 了 四 条 横 截 线 ， 每 种 情 
形 两 条 。 不 难 证 明 ， 对 于 (0.0/2) 中 的 每 个 6 值 ， 可 以 用 
这 样 的 方法 得 到 四 条 9- 横 截 线 而 无 其 他 的 9- 模 截 线 ; 证 明 
HWE 


7, 26,1 


参照 欧 氏 几何 ， 我 们 可 称 情形 (i》 中 的 两 条 9- 横 截 线 
为 交错 横 截 线 ， 情 形 (ii) 中 的 两 条 9- 横 截 线 为 互补 横 截 线 。 


a SN 8 1 1Q 2521 LJ MOT" M 


以 加 表示 一 条 9- 横 截 线 在 却 ; 和 元 ;之 间 的 线段 的 长 度 。 对 于 交 
错 横 截 线 ， 从 定理 7.11.2 推 出 
sinh-l.p (L,,L,)= sinh_ 如 sin6 
2 2 
对 于 互补 横 截 线 ， 从 定理 7.17.2 推 出 
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Cosh - > -p(L,,L, ) = cosh ^ * sind 


习题 7.26 


L. 对 于 给 定 的 一 个 2 值 ， 交 错 9 - 横 截 线段 比 互补 2- 横 截 线段 长 
还 是 短 ? 

2. 设 两 条 交错 2 -机 截 线 与 乙 ; 交 于 zx: 和 z:， 两 条 互补 2- 横 截 线 
H Li RF w Mw. plzz) füp(uiswi) P THK? 


S 7.27 线束 的 一 般 理 论 


对 Fuchs 群 作 详 细 讨 论 所 要 用 到 的 双 曲 几何 学 的 许多 内 
容 ， 最 好 用 测 地 线束 来 描述 。 例 如 ， 我 们 可 以 把 圆 ， 极 限 加 
和 超 圆 视 为 同一 概念 的 简单 变形 ， 这 就 扩大 了 所 讨论 对 象 的 
范围 。 我 们 将 看 到 ， 线 束 的 分 类 很 自然 地 就 会 引出 等 距 映 身 
的 分 类 ， 这 种 分 类 要 比 4.3 上 中 所 作 的 分 类 更 加 清晰 。 这 一 
节 我 们 只 阐述 线束 的 概念 并 列 出 其 主要 性 质 ， 下 三 节 再 作 详 
细 讨论 。 

451 ME AR LAL 应 当 位 于 称 之 为 由 工 和 民 7 所 确定 的 线 
束 多 中 ,这 种 线束 是 以 几何 方式 定义 的 测 地 线 一 参 族 , 与 每 个 
线束 了 相对 应 存在 一 个 正 交 曲线 族 名 ， 称 为 的 补 族 ; 中 
的 曲线 一 般 不 是 测 地 线 。 更 重要 的 是 和 要 清 足 如 下 性 质 。 

P1， 双 曲 平面 中 的 每 一 点 愉 好 位 于 2 的 一 条 曲线 上 。 


ee 
ee 
* @ € © o © + @ 


e 9 e 5^! è.» ç o o è è č e > 5 
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P4: HERTS AEM AR Mh ES RS ER, 多 中 的 


点 z1， 必 存在 C， VEALGSC 
P (21922) = p(C,,04) 
HH LUE 条 测 地 线 上 。 


© © a © © Ff @ è o 
* © o ù 8 + > 


(a a sinhp(z,L)-b sinhp(z, L’) } 
的 测 地 线 的 集合 F> 2 和 2 是 正常 数 。 
LAL’ RPE SORT BU KS aR, HU 
G) LAL’ TH, BP 为 抛物 线 东 ; 


GD KLAL HZH, IF AMR 


(iD LANL’ RAR, PRP A Rh BK. 
下 面 三 市 将 分 别 对 这 三 种 线束 作 详 细 的 讨论 。 


8 7.28 ”抛物 型 线束 


设 L 和 LIL’ 是 具有 公共 端点 的 两 条 平行 测 地 线 。 定 义 多 
为 所 有 以 也 为 端点 的 测 邮 线 的 集合 ， 儿 为 所 有 与 无 穷 远 圆 周 
切 于 2 点 的 极限 圆 的 集合 (参看 7.5 节 〉。 利 用 模型 H? 并 取 

=; 此 时 ， 了 中 的 测 地 线 就 是 直线 z =const, 而 多 中 的 
曲线 为 y =const，Pl,P2,P3,P4 显 然 满足 。 

考察 两 个 极限 圆 y = hy = 玉 。 从 定理 7.2.1 得 到 
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LI 


. . r— s)? 24 Ka 
coshp(irsil,ssil STS the +k 


2kK 
==coshp(2+ik,z+ik) 
这 就 推出 P5。 
[z1,z22 的 垂直 平分 线 为 
jz =z]? __lz-zl? 
gi 3: 


(z;-z;tiy) ， 这 条 测 地 线 以 co 为 端点 的 充 要 条 件 是 办 
=ys， 这 就 证 明了 P6。 
习题 7.28 
1. 通过 证 明 兴 志和 五 "分 别 为 xz= a 和 zx = a' 时 有 


sinhp(utiveZ) _lu-al 


sinhg(utiv» L’)  |u—a'l 


来 验证 P7。 


§ 7.29 椭圆 型 线束 


RLL 是 两 条 相交 于 双 曲 平面 中 一 点 ww 的 测 地 线 。 定 

义 隐 为 所 有 过 必 点 的 测 地 线 的 集合 。 儿 是 所 有 圆周 
C.- {z:p(z,w)=r} 

的 集合 。 应 用 模型 4 且 设 w=0, 则 .了 中 的 测 地 线 就 是 4 的 欧 氏 
直径 ,中 的 曲线 是 以 原点 为 圆心 的 欧 氏 圆周 ,显然 ,P1,P2， 
P3 和 P4 都 成 立 ，P2 中 的 例外 点 是 多 。 

为 证 明 P5 也 成 立 ， 我 们 设 z 属 于 C,.，z OP C... MM 
《7.2.4) 式 , 知 p(z,z ) 的 最 小 值 恰好 在 |z-z’| 达到 其 最 小 
值 时 达到 ， 而 这 只 有 在 z 和 z’ 位 于 了 中 同一 条 测 地 线 上 时 才 
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可 能 发 生 ， 这 就 证 明了 P5，P6 的 证 明 是 平凡 的 ， 因 为 
p(z,w)-p(z',u) 

既 表 示 z 和 z 位 于 同一 条 0C, 上 ,又 表示 w 位 于 5z,z'] HEE 

平分 线 上 。 


习题 7.29 
1. 试验 证 P7 (可 参看 7. 25 节 情况 3) 。 


8 7.30 WHARE 


Wt LAUL' JE BS ATH 26H UU HO Z , D» NESER ES 
lé 5 LE2ERS BUONA CR JE. v de LORS AB AAA 
所 有 超 圆 (如 7.5 节 所 定义 ) 的 集合 。 作 为 这 种 情况 的 标准 
1781 RAPE TE H HRALA iE J£ BH OO A DAI 
地 线 |z! = constH k, € B 所 有 Hh Zkargz =const 组 成 。 
这 直接 推出 P1,P2,P3,P4 都 成 立 。 

为 验证 P5，, 我们 考虑 多 中 两 条 曲线 

C,= {z:argz=0} ,C,= { z:argz=¢} 
从 定理 7.2.1 得 到 

-ny C 4 7 7 2e0s-4) 
而 这 只 是 在 = ”时 才 取 最 小 值 。 这 就 证 明了 P5。 

现在 考虑 两 点 Vi = w+ io j=1,2; (Cw,,w.) 的 垂直 
平分 线 的 方程 为 
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|a 一 wl 2 一 jz- w| * 
v, Ve 


其 等 价 形 式 为 

(9,—v,) iz| * —2z (u,v, — u5,) - const 
这 种 测 地 线 属 于 多 的 3E XE ZR Put; =UV» Mw fw tE F 
v Si] —4Rih£E FE; 这 就 证 明了 P6。 


习题 7.50 
1. 验证 P7. 
2. WE PE 任何 线束 (不 必 双 曲 )。 试 证 明 铺 中 的 任 一 曲线 上 不 
存在 三 个 共 线 的 点 。 
3. 试 证 明 双 曲 三 角形 三 条 边 的 垂直 平分 线 属 于 同一 线束 。 


8 7.31 等 距 映 射 的 分 类 


如 果 我 们 回忆 定义 4.3.2 所 给 出 的 用 55iws 变 换 的 分 类 并 
考虑 到 定理 5-2.1， 我 们 就 会 看 到 ， 双 曲 平面 的 每 个 等 距 DA 
射 或 为 抛物 变换 ， 或 为 桶 圆 变换 ， 或 为 双 曲 变换 。 这 些 变换 
可 由 它们 的 不 动 点 位 置 或 函数 tir: 来 识别 。 事 实 上 ， 每 个 这 
样 的 等 距 上 映射 都 可 以 玫 示 成 两 个 对 合 变 换 的 乘积 ， 而 等 距 肌 
射 的 几何 作用 与 线束 理论 紧密 相关 。 下 面 三 节 我 们 来 探讨 这 
一 思想 。 


$ 7.32 ”抛物 型 等 距 映 射 


等 距 映 射 9 称 为 是 抛物 的 ， 当 且 仅 当 可 以 表示 成 g=o， 
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01， 其 中 0; 是 关于 测 地 线 工 ;的 反射 ,而 工 和 工 : 确 定 一 个 抛物 
线束 (因而 是 两 条 平行 的 测 地 线 ) 。 当 g (2) = z+ EREHE 
时 ,显然 有 此 结论 ;由 不 变性 知 ,结论 在 一 般 情 况 下 也 正确 。 
给 定 一 个 抛物 等 距 映 射 9， 其 相应 的 抛物 线束 是 由 所 有 
端点 在 9 的 不 动 扎 处 的 测 地 线 组 成 的 线束 ， 而 更 重要 的 是 LL， 
(或 LT,〉 可 以 在 这 个 线 东 内 任意 选取 。 工 ;还 是 上 和 9g (Ly) 
的 等 分 线 。 


习题 7.22 


1. 设 g 是 以 ww 为 不 动 点 的 抛物 变换 ， 工 是 以 w 为 端点 的 测 地 线 。 
对 任何 一 点 zx， 设 z EELEE, z IS DIES. RE 
P (2992) Z p(z’ gz’) 
2. Rg 是 作用 在 瓦 :上 的 一 个 抛物 等 距 上 映射 。 试 证 明 存 在 一 个 
H’ ES JOE SPR Sth. EG hgh dbzi-z ct, ce PIES RR. 
设 Ts 是 以 这 样 的 方法 得 到 的 ;的 集合 (g 固 定 而 kh 变 动 ) 。 求 证 To, 或 为 
《一 co;0) 或 为 (0，+ co) (我 们 分 别称 g 为 负 的 和 正和 的)。 求 出 关于 


gz) = - Cad -bce=1) 


为 正 的 充 要 条 件 ( 用 4a， b, es 4 表达 ) 。 


8 7.33 AA RRB aT 


等 距 映 射 9 称 为 是 椭 贺 的 ， 当 且 仅 当 9 可 以 表示 为 9= 
o,o., pont TLA, ML ML RFA 线 
He Mg (2) = e' "clé, ERY Ma RIS Pha E e E — M 
情况 也 成 立 。 
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eS T8 [o SE PE e oR 06 ER eS Oe 
IE PUES EIRA v f Bl HbR AR. MAL, (或 了 上 。) 
可 在 线束 内 任意 选取 ， 另 一 条 工 ;? 则 由 9 唯一 确定 。 

一 个 权 圆 等 距 上 映射 9 完 全 确定 了 它 在 双 曲 平面 中 的 不 动 
AUR RHI CO,2:0 ， 又 完全 被 它 的 不 动 点 ?和 实数 9 所 确 
定 。 事 实 上 ，g 也 以 z 关 于 无 穷 远 贺 周 的 对 称 点 ?1 为 不 动 点 ， 
故 有 

z)— v 8 Z-v 
IQa ts C) 
这 表明 9 U (v) ce, 我 们 称 2 为 9 的 旋转 角 。 因 9 在 -内 夫 
mT e'z, kA 


tr?(g)=4 cost. 


习题 7.35 


1, Wt i Ry MAW ub PG fO TIO, 0, pe, 270. WE 明 
g AA XT WW th SH IB JEJE URBE REJESER FE EAR IE DUO = 9. 


8 7.34 th ee ERR IE T 


SER CAT ga AE XU dh f, MA MAGA BAN 为 9 =o, 

o. Ho JE Y Libet, WL AL, Ro RRR. 

在 双 曲 平面 中 的 轴 是 线束 的 轴 ， 即 与 线束 中 所 有 直线 都 正 交 
的 那 条 唯一 的 测 地 线 , 它 的 端点 就 是 9 的 两 个 不 动 点 。 当 然 ，9 
的 轴 是 唯一 的 9g- 不 变 测 地 线 。LIi( 或 5,) 可 任意 选取 ， 另 一 条 
Li; 则 由 9g 确定 。 当 g = fz (kh>0) 时 ， 这 些 事实 容易 验证 ， 
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而 由 不 变性 知 对 于 一 般 情 况 结 论 仍 成 立 。 

显然 ， 若 g (z) =&z， 则 由 定理 ?7.2.1 有 
dzl a -kl 
2yv k 
当 z 取 遍 豆 ?中 的 点 时 ， 其 最 小 值 只 在 9 的 轴 上 每 一 点 达到 Cg 
的 轴 为 z=0) , Ainf.p(z,gz) YEJUCHUERE SR p RG 不 3B, 
故 对 一 般 的 双 曲 元 素 9， 可 定义 9 的 平移 长 度 了 为 


sinh p(z,gz) = 


T =infp(z,gz) 
z 
显然 了 是 正 数 ， 号 〈 仍 由 不 变性 推出 ) 


e(l = a- k)? 
cosh? ( 5 T)-21 + ik 


1 
= liye 
477 


故 有 


1 _ 1 
P | trg| = cosh¢ 2 T) 


双 曲 元 素 9 作 为 两 个 对 合 变 换 的 复合 还 有 另外 的 表示 7; 
A: 等 距 变 换 g 双 da, SAMRAT BAR Ag=e.e,, jt 
中 ej 是 关于 某 点 ?; 的 二 阶 旋 转 ， 而 vj; 位 于 g 的 轴 上 。 此 处 vi 
《或 2:) 可 任意 选取 , 另 一 个 "7 则 由 9 所 确定 。 这 只 需 对 98(z) = 
8&2z 的 特殊 情形 证 明之 即 可 ， 而 此 时 的 结论 可 直接 推出 .显然 ， 

T -2p(vi,v;) 

FFA 2,(v,229(v12 , 故 从 >: 出 发 经 过 2: 点 的 半 直 线 的 终点 
是 9 的 吸收 型 不 动 点 。 
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8 7.35 位 移 国 数 


设 9 是 双 曲 平面 的 一 个 等 距 映 射 。 容 易 看 出 ， 位 移 函数 
zl 一 D(zyg2) = p(2,9 !z) 
确定 了 一 对 国 数 {gg ， 也 被 一 对 国 数 (9,9 7) 所 确定 。 
这 是 讨论 等 距 映 射 的 一 种 特别 引 人 注 目的 方法 ; 不过， 为 了 
便于 讨论 ， 最 好 采用 函数 


z sinh- -p(, gz) 


我 们 将 指出 这 一 函数 的 纯 几 何 含义 。 
定理 7.35.1 O 者 9 是 以 4 为 轴 且 平移 长 度 为 了 的 
KATR M 


sinh-7- p (z,ga) = coshp(z, A)sinh CT) 


GD Bg Le AAS ji B. Me £c fü 29 Of Hh [IR] ZR » M 


"o e è 9 ù è a č y ù ç ù e. * o c 


sinh 1 - y PC 920 = sinhp(z,v) |sin E 


此 处 我 们 取 6 为 展 于 区 间 C- Tm ER 


& s è © ù s s è a * 


© > © è o è 8 $9 $5 


Pz, v) sinh—- p(z,gz) 


是 只 与 9 有 关 的 常数 ， 其 中 P Coo) ERAPR Poisson 
核 。 
^ 注 。，Poisson 核 曾 在 1.6 节 中 讨论 过 。 
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CHE] ALR ASC. PIR GO rPBSg TERITEH? E, 
H.3Xyjg(z)-2kz, k>1, WHe7.2.14 


. 1 _ lz—kzl 
sinh- -P (2,92) Soy T 


EAP) 


= (21) sinh (- jT) 


其 中 用 到 了 当 jz| =y ( 即 z =0) 时 p(z,gz) =7T 的 结论 ( 参 
47.349) 。 最 后 ， 因 4 是 正 虚 轴 ， 我 们 可 应 用 7. 20 节 并 
得 到 


coshp(z, A) = M 


为 证 明 GD , m^JgIEJmn(EALEH2gG)-e"'z, 
因 
p(z,e'*z) = p(z,e17 17! *z) 
及 
jsin M | = jsin (x 0 
我 们 可 设 0<2<T (9 = 0 和 4 = 7 的 情况 是 平 几 的 ) 。 
构造 以 0,z,gz 为 顶点 的 三 角形 ， 设 相应 的 角 为 0,$, 9. 
平分 在 原点 的 角 得 到 一 个 直角 三 角形 ， 它 的 三 个 角 为 9/2， 
ó,1/2, BMI X» KÆ 为 p(z,9z)/2，s8，P(z,0)。 从 
7.1175 f8 8 


sinh Lp. g2 =sinhp(z,0) sin 2 
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要 证 明 Gib ， 只 需 考 虐 !(z) =2+ EMER: 上 的 情 
Gls 一 般 情 况 时 的 结论 可 通过 通常 的 不 变性 论证 及 第 一 章 中 
所 作 的 关于 Poisson 核 的 讨论 推出 。 此 处 Poisson 核 的 特点 在 
于 它 的 阶层 曲线 与 位 移 函 数 的 阶层 曲线 的 重合 : 事实 上 ， 这 
就 是 dD 的 全 部 结论 。 

#g(z)=z+1, BMüv-oH 


pd Z, lnl 
P(z,v)sinh-,-p (2,92) - gti oy? ? CI 


最 后 ， 顺 便 指出 ， 在 所 有 情况 下 ， 位 移 函 数 的 阶层 曲线 


习题 7.35 
1. 对 任何 一 个 等 距 上 映射 9?， 设 六 是 pz，92) 的 下 确 界 。 试 证 H 
gj FER JE BRE em > 0, Hm = 0， 试 证 明 当 关 能 达到 时 9 是 
椭圆 元 素 ， 当 m 不 能 达到 时 g 是 抛物 元 素 。 
iw TE p(w, gw) DmUÜSf£XC— A. W UE Welw, gw) 的 
值 和 集合 { z: plz, gz)-m ) 确定 了 一 对 函数 {19g9，9 ). 


8 7.36 SERE JA 


4.175, o fE-— Mobius Eiig, gh SIR H ix 
样 一 个 点 集 ，g 在 这 个 集合 上 的 作用 相当 于 一 个 欧 氏 等 距 变 
换 。 

Hi gre Dl AF A EB SE ERERAI, Di 

I= { 2:p(2,0) = p(z5971(0)) } 
(参看 7.21 节 ) 。 我 们 有 必要 给 出 另 一 证 明 。 
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[证 了 根据 7.32-7.34 节 ， 可 写 出 下 示 式 g =S, HE 
处 rc; 是 关于 二 ;前 反射。 选取 三, 过 原点 , 故 c ,是 欧 氏 等 距 变换 。 
我 们 推出 z 属 于 7 的 充 要 条 件 是 :在 :点 的 欧 氏 偏差 是 统一 的 
偏差 ， 因 而 1, SLi 。 这 使 我 们 看 出 
7,00) =@,0,(0) =97'(0) 
M C= L,) 是 0 和 g-1(0) 的 平分 线 。 口 
这 是 一 个 几何 证 明 ， 它 揭示 了 平面 双 曲 几何 中 的 等 距 回 
周 的 本 质 。 给 定 双 由 平面 内 或 无 穷 远 圆周 上 任意 一 点 ww， 可 
假定 9(w) 关 2%， 且 将 9 表示 为 g = 0.01!:， 此 处 取 工 ,过 ww 点 。 我 
RL, Aghyw -S a AJE 记 201,00). 。 在 这 种 形式 下 ， 
有 一 个 有 用 的 不 变性 质 ， 即 
Tyo, thw) =hCI,(w)) 
SR, w= 0 时 即 为 等 距 圆 周 。 注 意 到 g 在 94. 上 作用 的 对 称 
性 ， 我 们 可 允许 ww 是 扩充 平面 中 的 任意 一 点 ， 从 而 有 


Lw) =1,() 
w 


特别 有 
1;(0 = I; lœ) 

这 就 是 经 典 等 距 贺 周 1 对 特殊 点 % 的 简单 的 依存 关系 。 更 详 

细 的 讨论 可 参看 9.5 节 。 


习题 7.36 
1. 试 证 8j. eT, ST, RES, PH, ga DAS [8] 


元 素 ， 抛 物 元 素 和 双 曲 元 素 。 
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§ 7.37 W 型 W 


对 双 曲 平面 的 每 个 共 形 等 距 映 射 9， 我 们 将 赋予 一 个 
“典型 ” 域 呈 ,， 这 个 区 域 同 g 的 几何 作用 密切 相关 ， 并 且 它 
唯一 地 确定 出 一 对 函数 {9g，g-!} 。 

定义 7.37.1 设 9 是 一 个 共 形 等 距 喘 射 。 若 9 既 不 是 恒 
等 映射 也 不 是 二 阶 椭圆 元 素 ， 则 9 的 典型 域 妃 定义 为 


X= (zi sinh t bp - [trg } 


fg RITHM ALLOW ABDM: WD, = (s) 。 

费 型 域 的 性 质 由 下 面 的 定理 来 描述 。 

定理 7.37.2 O STEER AA, M 

2 ce SMART 

GD “2 确定 了 一 对 函数 (g, g^) . BD BODL A 
h-gmh-g' :时 了 ,= Dao 

在 证 明 这 一 定理 之 前 ， 我 们 先 叙述 刀 , 的 几何 构造 。 

了 ,的 几何 构造 ” 当 9 不 是 二 阶 元 素 时 ,了 "可 构造 如 下 ; 
对 于 无 穷 远 回 周 上 的 每 一 点 zs， 设 工 , 是 连接 z 和 gz 的 测 地 线 。 
若 以 已 表示 双 曲 平面 ， 则 有 

Z,=P- UL. 

JeVeg AIC: WLI, ASG ACEH? 上 并 且 

9G) = z+I 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ， 有 


P~Ub.= (z*iy: y>> -3 } 
另外 还 有 
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trg] =2 
故 由 定理 7.2.1 可 知 ，z 属 于 了 ,的 充 要 条 件 是 
1 
2y 
其 次 设 9 是 椭圆 元 素 。 不 妨 设 y IER TEA SF Bg oo = 
ez. 0< A] <n, TXAM ED. ERAL ee ma 
地 线 在 原点 所 对 的 角 为 9 (参看 图 7.37.1) 


1>sinh » p(z,gz) = 


由 7.9 节 ， 我 们 得 到 
DO 
sinhp(0,w) tan wd 
因此 
P-UL.- {z:sinhp(z,0) van <1 } 


从 而 由 定理 7.35.1 有 
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sinh ! p(z,gz)=sinh p(z,0) Isin ^ | 


= sinh p(z,0) |tan H | C$ trg) 


这 就 是 所 述 的 结果 。 
最 后 设 g 是 双 曲 元 迷 ， 不 失 一 般 性 可 设 g(z) = he, bo, 
且 作用 在 于 上 。 在 这 种 情况 下 ，P - UL JERR, Up 图 


7.37.2 的 阴影 部 份 。 


图 7.37,2 


事实 上 ， 由 7.20 节 ，z 属 于 这 个 区 域 的 充 要 条 件 是 


d 


coshp (z ,A) « ose 


1 
2 heb 


l 
2 (k~-1) 
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_ er’+1 
ez 一 1 


cosh CT) 
sinh (2-7) 


应 用 定理 7.35.1 即 知 卫 ,确实 是 这 个 阴影 区 域 。 
[定理 7.37.2 的 证 明 ] 首先 D 成立 是 平凡 的 。 其 
X. MI UL MGA BB, Lota Ton ha tb ae 
了 无 穷 远 圆 局 上 的 点 对 (c, gz} . XXBEHEIR EUR TOUR A 
对 (9,93. C 
HM 不 仅 有 sy 可 由 g 的 不 动 点 以 及 无 穷 远 圆周 上 的 一 对 
上 C592) 构造 出 来 ， 而 且 台 s 的 边界 也 由 多 中 一 条 或 两 条 曲 


oo 


线 组 成 , 8 是 9 所 对 应 的 线束 多 的 正 交 曲线 族 。 


§ 7.38 等 距 上 映射 乘积 的 几何 


我 们 知道 ， 双 曲 平 面 的 任何 一 个 共 形 等 距 映 射 都 可 以 表 
示 成 0; (关于 测 地 线 工 ;的 反射 ) 的 乘积 f= sc 14。 而 ZL, 和 工 ,的 
相对 几何 位 置 确 定 了 f 的 本 质 ; 例如 ， 车 和 工 ,相交 , 则 /是 
椭 贺 元素 。 工 ,和 工 :的 相对 度量 位 置 可 确定 出 f 的 几何 参数 ( 例 
如 f 的 旋转 角 ) ， 并 且 其 方法 相当 简单 。 

定理 7.38.1 WEL ML AAT ME, os KF 


二 ;的 反射 ， 并 设 /了 = T2016 则 反 积 (LL) 满足 


CL; Li) = Y itr f: 
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CE] EL MLPA, WHABRL ES, Me. EH 
下 不 变 。 这 就 推出 f 是 双 曲 元 素 ， 工 是 1 的 轴 ， 因 而 f 的 平移 长 
ETHE 


oT = pL, L) 


由 引 理 7.17 2 知 反 积 
CL, La) = cosh (Ly, L) 


we, H. 1.347 
Itrfl 2 2cosh( 2 7) 


就 推出 定理 的 结论 成 立 。 
EL FIL. FG, WRAL wei, ey c 素 而 
ga [tr fl = 2, | 
最 后 设 工 : 和 工 : 相 交 成 2 角 ，0<6 和 /2， 册 
(L,,L,)=cos 8 
在 这 种 情形 下 ，jf 是 关于 工 ;: 和 并 : 药 交 点 的 一 个 旋转 变换 ， 转 
A20, JF H. 
|trf| =2cos 8 口 
EATS SIR FIR, A RANA 
9=9,9,, h=o,0, 
其 中 ;是 关于 测 地 线 艺 ;的 反射 ,而 也; 选 自 某 个 线束 9 AF 2 
假定 也 :和 多 ,有 一 条 公共 的 测 地 线 K， 则 可 WL LIL, 
Mitte, = EH. 
gh-2(0,05)2(040,)— 0,0, 
于 是 我 们 就 得 到 了 乘积 9# 的 一 个 简单 表示 式 ， 且 可 从 这 个 琢 
示 式 出 发 去 研究 gj 的 几何 作用 。 特 别 有 
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lir (gh) [=2(L,,L,) 
BULL AR & CERE JL HE RATA ABI GC M 
质 。 本 节 的 结果 是 这 一 技巧 的 一 些 例子 ; 有 一 些 这 方面 的 有 
用 结果 未 列 入 ,此 处 内 容 的 取舍 取决 于 本 书后 面 是 否 要 用 到 。 
定理 7.58.2 设 g 和 4 是 椭圆 等 距 映 射 ,g 是 绕 u 旋 转 29 


M hevi 角 。 假 定 9 和 1 是 则 向 旋转 ， <0 并 且 0， 
pe (0,22 o 则 
1 
2 
[证 ] 不妨 设 g 和 % 作 用 在 H? 上 ，w 和 vw 在 正 虚 轴 L 上 ， 
并 且 


ltr(gk)| =coshp (u,v) sing sing —cosdé cosó 


g-297,05,, h-0,0, 
JthL.- 了 工 = 工 :( 如 图 7.38.1 所 示 ) 。 由 定理 7.38.1 知 ， 只 需 
计算 (Li, Ly) o 


图 7,38,1 


工 ! 的 欧 氏 方程 为 


x? + y*-—2z ulcot8 -— [u|*- 0 


246 


工 , 的 欧 氏 方程 为 
z? + y? +22 |v) coty — jv]?-0 


由 反 积 的 定义 有 


(£,,L)= ; ( " + Er) sing sing — cos cosg 


这 就 是 所 求 的 结果 ， 因为 


coshp(u,v) = cosh(log ED 


=} Tec 
注 ， 作 为 定理 7.38.2 的 一 个 具体 例子 ， 知 当 且 仅 当 
1+COSO cosó 
sing sing 
RM, 98 为 抛物 元 素 。 当 然 , 9 为 抛物 元 素 的 充 要 条 件 ALS 
工 ,平行 ， 而 这 一 公式 同 7.10 节 中 所 给 的 公式 一 致 。 
其 次 ， 我 们 考虑 当 g 和 hb 是 双 曲 元 素 时 的 乘积 gh。 


coshp(u,»)= 


£x o] 


图 7.38,2 
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定理 7. 38.3 车 9 和 ?4 是 双 曲 元 素 ， 其 平移 长 度 HT A 


T», HA, 和 4 不 相交 ae. M 


i ltr (g&)| = |cosh p(A,,A,) sinh Cl mo)sinh 7) 


* ecosh (T) cosh ( TOI 


其 中 * 是 +1 或 -1, 正 负 号 决定 于 9 和 1 的 相对 方向 (如 图 7.38.2 


让 
”推论 7,38.4” 若 y 和 同 向 《从 而 c = D, Nghi 
ch. Hm CAN Ng HEU 


[定理 7.38.3 的 证 明 ] 参看 图 7.38.3 (这 是 e= -1 的 
THE) » JOH GENE RAL A, MAAR (这 一 假设 
不 失 一 般 性 ) 。 在 这 种 情况 下 


gh= (950,2) (050,) = 0,0, 
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从 市 
4 itr (gh)| = (La, Li) 
为 了 计算 CLLD, RAJ kl = 6. Ail D.59 2; £829 
lz - sing! = danó 


其 等 价 形 式 为 
(2? + y*) sing ~ 27t +t’sinp= 0 


因由 7.9 节 有 
sing = tanh CL Ti) 
A L MRE A 
Canh CET, ,£,0,£1anh CET) 
WH lz] = s 给 出 的 4,， 类 似 的 结果 也 成 立 ， 且 
coshp (As, A) -L(L) 


直接 计算 反 积 ， 就 可 推出 e= - 1 时 的 结论 。 要 想 得 出 e = +1 
时 的 结果 ， 只 需 对 图 7.38.3 作 简单 的 修改 ， 使 得 ,和 工 , 出 
现在 工 ,的 两 侧 即 可 。 | 


推论 7. 38. 5 A AE NRI fa REE 


e. © è 8 35 > 1 


ae 


sinh Lou, A)sinhcl 7) 之 1 


[证 ] ”在 这 些 假设 条 件 下 有 
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3 [ir (gh) | zi 


且 对 gh-! 也 有 类 似 的 不 等 式 。 对 或 7! 应 用 定理 7.38.3， 可 
设 e= 一 9 于 是 由 


coshpCA,, Aj) sinh T T) sinh( PT 
-cosh CT cosh Gry) 
=£] +2sinh* +p As, Ai) Jsinh* CZ T) -c1 
*sinh* CL T) j 


- 2sinh?—- p(AysAy) sinh? CT -1 


即 推出 所 求证 的 结果 。 口 
最 后 考虑 4 和 4, 相 交 的 情况 。 
定理 7.38.6 BoE LR ARIA, ae 交 


* e es è 9 8 
3 8 s v o% 


eg) = cosh (3 v )cosh - Ta) 
+sinh( LT sinh c] — T.)cos8 


[证 ] ”我们 利用 双 曲 元 素 的 另 一 种 表示 式 进行 证 明 ， 
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即 把 双 曲 元 素 表示 成 两 个 二 阶 旋转 的 乘积 〈7.34 节 ) 。 
参看 图 7.38.4， 我 们 有 
Gh = (86565) (£584) = EzE; 
这 直接 推出 gh 是 以 工 为 轴 的 双 曲 元 素 , 其 平移 长 度 为 2p (Oni, 
v . Bi 


i jtr(gh)| = coshp(vi,v9 


故 从 余弦 定律 (7.1248) BRT EH zz HUBS £516. c 


图 7.38.4 


习题 7.38 


1。 试 通过 构造 4 内 如 下 的 油 地 线 来 导出 推论 7.38.5. 把 4， 和 4 的 
HER LHOO SEX RICH. D, LAs SALARY h A dE 
JRA Eg (或 9 O RAGA) ,不 妨 设 g =T, h= OOT, 
其 中 是 关于 也 的 反射 , r y* 是 美工 7 的 反射 ( 亏 ;: 位 于 4 的 下 半 部 分 ); BUB 
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P(E Li) = pL) =- T 


FER FA? .18 T7 $07 LOL E XU XE L, Lis Loy A, 和 4 上 的 多 
边 形 。 


8 7.39 换 位 子 儿 何 


回忆 换 位 于 C9,4] Büghg kh’, Ril AAA Cy, 
AD 的 几何 性 质 ， 并 且 是 通过 把 Cg, h3 看 成 9 与 9 Wy spire 
XAg h 1 的 乘积 依次 考虑 y 的 各 种 可 能 性 来 进行 讨论 的 。 上 顺 
便 指 出 ， 若 y 古 一 个 转角 为 9 的 旋转 变换 ， 则 hg- 1h-! 也 是 一 个 
转角 为 2 的 旋转 变换 ， 不 过 是 在 相反 的 意义 下 的 。 因 为 

Ch,g)- Cg, hkl (7.39.1) 
我 们 不 妨 只 注意 到 gy 的 各 种 可 能 性 。 我 们 也 只 需 考 虚 g 和 有 的 
RETEK, AA 
Cfgf fhf l= ftg kif" 
定理 7.39.1 BIE MTR: 且 9 和 8 没有 公共 不 动 点 ， 


ee 


* 4 b $4 6 


[证 ] minke ez 来 证 明 ( 当 g(z)=z+1 时 ) 是 相 
当 容 易 的 ， 但 几何 证 明 却 更 清楚 些 。 设 9 以 "为 不 动 点 ， 二 :是 
从 2 到 (v) 的 测 地 线 。 当 取 适 当 的 工 ; 和 蕊 * 时 有 

g=0,0,, hg h^!-o,0,, (g,hl=o,0, 

其 中 工 , 和 工分 别 以 2 和 hh(v) 为 端点 。 因 为 9 和 hg-'h-! 作 用 
FARA E, MLL. MAA ELA OW, BL, 和 
工 ; 不 相交 。 于 是 0 17 EM CHR, FOE KE 为 2p (Li， 
Ls) 。 
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定理 7. 39.2 ORDIN ORO BES 其 旋转 角 


meh = ‘oak (v, dv) sing 


CHE] itg=o.0, 其 中 了 连接 > 和 8(2) 。 EL. 如 
Fl7.39.1fk hg ‘kh ! 20,0, X. Cg,hl=010's, 
AL, AL, SLRS A, EVEN, Aid Cg. ^2 
是 双 曲 元 素 且 
T=2p(L,,L£,) 
从 7.26 节 即 看 出 


sinh p(L; »L,) = sinh—- p(v, hv) sing 器 ] 


图 7.39.1 
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最 后 芳 虑 当 9 是 双 曲 元 素 时 的 “9,2] o SARA Rie 
物 元 素 ， 则 由 〈7.39.1)》 式 知 ， 可 应 用 前 述 的 结果 ， 故 不 妨 
Weg PAA ABE th MEH, hgh CEDERE REIT, ， 
BECA 。 

定理 7 .39.3 race ig h (A,) 2340 相交 成 


>. e >» è 2 
"e >e c$* è >è ù 


[证 ] 应 用 定理 7.38.6， 定 理 中 的 4 代 之 以 hg hs 
于 是 有 


cosh (¢ 2 7) = cosh?( 5 To) + sinh? C- T9) cosó 口 


我 们 还 可 以 考虑 许多 9 和 7 是 双 曲 元 素 时 的 其 它 情 况 ， 且 
可 描绘 出 当 三 个 参 To, TH CASA ( 反 积 ) 变化 时 
Cg, A) 的 特性 随 之 变化 的 生动 情景 。 尽 管 作 这 方面 的 讨 论 
是 极为 有 用 的 ， 但 是 如 果 读 者 自己 去 做 将 获 益 更 多 ; 我 们 只 
是 在 图 7.39.2 中 简单 地 给 出 三 个 分 别 对 应 于 C59, 有 (=0s01) 
是 椭 贺 元素， 摔 物 元 素 和 双 曲 元 素 三 种 情况 的 “框架 ”。 


Hj 7.39.2 
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最 后 给 出 涉及 相交 轴 的 两 个 结果 。 
定理 7 .39.4 _ 设 9 和 4 是 双 曲 元 素 ， EARS BRA oA A, 交 成 


e 9 è $* @ ù 


sinh La sinh CPT) sin@=1 


[证 ] ”这 就 是 图 7.39.2 中 的 后 两 个 图 所 描述 的 情 况 。 
应 用 定理 7.38.3 ( 需 将 定理 中 的 k 代 之 以 hg ho, Jf Me = 
-1), 


1<- [tr Cg , AJ] 


LU 


Icoshp (A, ,h Ap sinh? G T ,) —cosh? cT» 


lsinh* Gt C1 + asinh? p(y rhAy)) 


-(1 + sinh? (S71)) 
从 而 | 
sinh CL7,) sinh3p (A5, Ay) L1 
HI7. 2645 Bp 


sinh p(A, shy) = sinh’(7,)sin6 
25 2 Li 
推论 7.39,5 设 g1,…，g, 是 在 一 个 不 含 椭 加 元素 的 群 


人 


TUR HAESerS Sub oode, Tibe IA JOE Bo, JE it 


9: 的 加 4; 共 点 。 则 
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sinhzc lg) sint» 
2 n 


[证 ] 两 个 轴 A4; 与 4; 必 交 成 9 角 ， 此 处 的 9 «n/n; 
对 此 应 用 定理 7.39.4 即 推出 所 求证 的 结果 。 A 


习题 7.39 


1. 通过 将 7.18 池 和 7 194 ee Be A. Aaro Lis 
和 Ls 上 的 多 边 形 从 图 7.39.2 中 的 后 两 个 图 导出 定理 7 394, 

2. R LÆR Pe Bah, A 
aztb 
cztd 
th RERE, WENER, AL) 和 交 比 CO, 99,50, RO) Bg" 
LIGA, WAAR a, b. c. d# as CD] MTEL, RL) = 
2ad-1) 。 并 证 明志 和 8 并 相交 的 充 要 条 件 是 ade(0，1) 。 可 以 看 出 ， 
当 艺 是 某 个 8 的 轴 而 使 得 1 工 是 591 Oe, 这 些 思想 是 十 分 有 用 的 。 


ACz)- (ad —bo-1 


8 7.40 ik id 


基于 双 曲 几何 的 一 般 介 绍 , 建 议 读 者 参看 〔21] , [32)， 
(662,C68240 01122 A TX dh At Ep n — Rt jr 绍 则 可 A 
看 (55) , C562 , (572) 和 C982 , Æ C1022 中 有 关于 此 
MERE. O0) 讨论 了 凸 的 双 曲 多 边 形 。 多 边 形 的 度量 关 
系 〈7.17，7.18 和 7.19 节 ) 可 用 来 讨论 平面 几何 《及 歼 曼 昌 
ED , 4 (292 以 及 关于 三 维 流 形 理论 的 新 进展 的 Sx Er 报 
告 (1017 。 
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第 八 章 ”Fuchs 群 
§ 8.1 Fuchsfif 


回忆 定义 6.2.2， 所 谓 Puchs 群 G 乃 是 .的 一 个 离散 子 
群 ， 它 具有 一 个 不 变 圆 盘 D (因此, CEA FDR EEN) o 
不 妨 设 单位 圆 盘 4( 或 半 平 面 召 ) 是 G- 不 变 圆 盘 , 于 是 可 以 把 
G 看 成 双 曲 平面 等 距 映 射 的 离散 群 。 在 第 九 章 中 将 看 到 ， 一 
个 这 样 的 群 在 双 曲 平面 上 会 产生 由 双 曲 多 边 形 拼 成 的 一 个 
CRA” (或 波纹 面 ) 。 从 现在 起 ， 我 们 只 研究 G 的 这 种 作 
用 的 几何 学 。 

如 果 G 是 非 初 等 群 ， 则 (由 定理 5.3.7)G 的 极限 集 4 位 于 
单位 圆周 04. 上 (对 初等 的 Fuchs 群 亦 然 );。 判 明 4 是 不 是 整个 
圆周 34 是 重要 的 。 

定义 8.1.1 设 G 是 具有 不 变 圆 盘 D 的 Fuchs 群 。 若 4 = 
aD, 则 称 C 为 第 一 -类 Fuchs 群 ， 车 4 是 9 的 真子 集 ， 则 称 G 
为 第 二 AFuchs Re, 

虽 已 在 5.1 节 中 讨论 过 初等 离散 群 ,但 在 此 仍 有 必要 对 所 
有 有 的 初等 Fuchs 群 作出 明确 的 描述 ,顺便 指出 ,这 些 Fuchs 群 
都 属于 第 -类 。 

首先 兰 虑 仅 由 杭 图 宛 素 和 /组 成 的 Pucis 群 G 。 由 定理 
4.3.7 知 ，CG 的 元 素 在 吾 ? 中 有 一 个 公共 不 动 点 5。 不 妨 设 媚 ?是 
6- 不 变 圆 盘 ,于 是 C 中 的 每 个 精 贺 元素 g 在 C 内 有 两 个 不 动 
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点 ， 记 为 w 和 w( 参 看 5.2 节 ),。 因 9 的 轴 是 五 :中 包含 6 点 且 以 ww 
和 w 为 端点 的 测 地 线 , 玖 ww 必 与 9 无 关 。 从 而 G 的 所 有 元 素 具 有 
相同 的 不 动 点 ， 并 且 容 易 看 出 6 是 有 限 循环 群 。 

也 可 以 用 代数 方法 证 明 〈 只 不 过 缺少 几何 解释 ) 。 不 妨 
AEG- PEAH, mi 


vo ae 

人 
是 G 中 的 两 个 椭 贺 元素。 由 

tr(g,k}=244 |c|*(ImCw))? 
推出 c = 0 或 lmcwj=0 CHM Cg,h2 EER h oc XD . H 
jul =1AwaciktAc=0, FATAL bL 05 oo AA Bh gig 

为 了 找 出 所 有 的 初等 Fuchs 群 ， 我 们 首先 考虑 具有 一 个 

不 动 点 并 使 4 保持 不 变 的 任意 Fuchs 群 G。 恤 圆 元 素 的 不 动 
点 不 可 能 在 94 上 ，G 的 抛物 元 素 和 双 曲 元 素 的 不 动 点 必定 在 
344 上 。 由 定理 5.1.2,G 的 抛物 元 素 和 双 曲 元 素 不 可 能 有 公共 
不 动 点 。 这 推出 G 只 包含 一 种 类 型 的 元 素 , 由 G 的 离散 性 容易 
推出 如 下 结论 。 


核 


G, ={geG: gw) =w} 
WET 
ARAL, SR RE IB Fuchs EOD MERERI, 
Be dk he TA gk) RP gz) = kz (D, h (z) = 
VE TT 
定义 8.1.5 Fuchs 群 G 的 抛物 或 双 曲 元 素 g 称 为 是 本 原 
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的 。 当 且 仅 当 9 生成 它 的 每 个 不 动 点 的 稳定 核 若 g 是 椭 加 
元 素 ， 则 当 g 生 成 其 不 动 点 的 稳定 核 并 且 其 旋转 角 具 有 27/? 
的 形式 时 ， 称 其 是 本 原 的 。 

注 8.1.4: 若 Gs 是 9 的 每 个 不 动 点 的 稳定 核 。 则 g 是 本 原 
的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 G6, 内 所 有 的 元 素 h 均 有 卫 , 刁 避 ，， 
其 中 卫 , 表示 关于 g 的 典型 域 ( 见 7.37 节 ) 。 在 某 些 情形 下 《并 
非 所 有 的 情形 ) ， 还 可 用 迹 函 数 描述 之 。 

最 后 ， 我 们 要 对 Fuchs 群 中 的 双 曲 元 素 进行 分 类 ， 将 其 

成 简单 双 曲 元 素 和 非 简单 双 昌 元素 两 类 。 这 种 分 类 只 是 一 

种 取决 于 双 曲 元 素 同 它 所 在 群 的 关系 的 分 类 ， 而 不 是 关于 双 
曲 元 素 的 一 种 “绝对 ”的 分 类 。 

定义 8.1.5 Behe Fuchs MEW—T MEH, ARAN 
轴 。 当 且 仅 当 对 于 C 内 所 有 的 9 A 9 (A) = Ag C NAA 
时 ， 称 ?是 G 的 简单 元 素 。 否 则 称 2 是 非 简单 元 素 。 

这 种 情况 在 6.3 节 中 已 作 过 描述 , 依照 读 处 的 术语 ， 当 且 
仅 当 轴 4 是 G- 稳 定 集 时 1 是 简单 元 素 。 

设 G 作 用 在 4 上 , 并 且 C 没 有 椭圆 元 素 。 若 2 是 简单 元 素 ， 
Wi A31 A/GBS3 81 Ri CAD 5 A/ (9 相同 (其 中 9 生成 4 的 循环 稳 
定 核 ) ， 从 而 x (4) 是 4/G 上 的 一 条 简单 闭 曲 线 。 若 4 是非 简 
单元 素 ， 则 存在 像 1(4) 与 4 相交 ， 比 如 说 交 于 w 点 。 因 G 没 
有 椭 贺 元素， 射影 x 在 点 邻近 辐 肘 ， 所 以 x CD EU ELE 
点 的 闭 曲 线 。 


习题 8.1 


1. 设 G 是 作用 在 右上 的 Fuchs 群 ，g: z1->kz(k>>1) 属 于 G。 
试 证 明 ，g 是 简单 元 素 当 且 仅 当 对 G 内 所 有 的 元 素 
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_aztb _he= 
h(a) = (ad be 1) 


Aabed>0 CXSttF lad 71/21] 21/2). 


§ 8.2 f BTE 


这 一 节 研究 具 含 双 曲 元 素 和 /的 群 ， 在 8.3 节 再 研究 允许 
包含 抛物 元 素 但 不 含 机 圆 元 素 的 群 。 从 歼 曼 曲面 的 观点 来 看 ， 
这 是 一 类 重要 的 群 ,特别 是 因为 它们 代表 了 亏 格 至 少 为 2 的 紧 
曲面 。 

如 果 G 的 每 个 非 平凡 元 素 都 是 双 曲 元 素 , 则 称 M5bius 变 
换 群 0 为 纯 双 曲 群 ,由 定理 5.2. 1 知 , 非 初等 的 纯 双 曲 群 具有 不 
变 加 盘 ， 事 实 上 ， 也 必定 是 离散 的 ,因而 是 Puchs 群 我们 将 
用 纯 代 数 的 方法 来 证 明 这 个 结论 (并 作出 该 证 明 的 几何 解 
RO ;而 用 纯 儿 何 的 方法 去 建立 一 个 更 强 的 定量 结果 。 值 得 
注意 的 是 ， 由 于 它 的 证 明 ， 这 个 较 强 的 结果 (定理 8.2.1) 包 
含 着 许多 展开 后 面 理论 所 需要 的 信息 。 

定理 8.2.1 若是 以 4 为 不 变 加 条 的 纯 双 曲 嫩 ， 则 G 或 


则 对 4 内 所 有 的 = 有 
sinh p(z,gz)sinh + p(z, hz) >1 (8.2.1) 


这 个 下 界 是 最 佳 的 。 
我 们 提 一 下 定理 的 三 个 推论 。 
推论 8.2.2 E (9,h) 是 非 初 等 的 纯 双 曲 群 ， 则 对 所 有 


* e a € o 
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ET 
max (p(z,gz),p(z,hz)) z2sinh ' (1) 71.76 


且 此 估计 为 最 佳 估计 。 


bs a € 9 o o *9 © @ 


下 面 的 例 8.2.5 表 明 这 个 下 界 是 最 好 的 。 
因为 G 使 4 保持 不 变 ，(7.2.4) 式 即 意味 着 
nid .. lgi? 

sinh -zP 090 “T= fy]? 


对 于 z = 0， 定 理 8.2.1 中 的 不 等 式 成 为 
lg(01*« [ROL 2 > lg (012) G — |&O)| 22 
这 等 价 于 如 下 不 等 式 (这 是 定理 8.2.1 的 欧 氏 形式 ) 。 
推论 8. 2.5 dE (gh) 是 非 初等 的 纯 双 曲 群 ， 则 
"lg co] 2 1800 | 321 
我 们 可 以 通过 观察 而 得 到 另 一 个 不 等 式 ( 它 与 3 了 (2,C) 


中 的 离散 性 概念 有 更 加 直接 的 联系 ， 即 车 
g= (^£), alt lelt=1 


则 
Ig- 1I 22 je]? 


= 2sinh? ip (0,90) 


因此 我 们 还 有 如 下 结果 。 
推论 8.2.4 E (g, h) ABARAT IE RU BUNC 曲 非 初 等 


群 ， ARBIESL (2, C) 中 对 应 于 9 和 4 的 矩阵 ， Ju 
»PEHMESFISSIES 


定理 8.2.1 及 其 推论 与 Jorgensen 不 等 式 (定理 5.4.1) 具 
有 相似 的 特征 ， 两 者 均 意味 着 g 和 4 不 会 都 与 1 很 接近 。 不 过 
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后 一 不 等 式 即 
lir? (g) ~ 4| & ]UrCg, h1—-2] zd 

不 能 给 出 什么 信息 ， 除 非 tr*(g》 在 3 和 5 之 间 ; 相反 ， 定 理 
8.2.1《〈 用 乘积 而 不 是 和 ) 及 其 推论 对 所 有 的 情况 都 能 给 出 
有 用 的 信息 。 

现在 假定 R 是 具有 形式 4/G 的 任 一 黎 曼 曲面 ,G 是 非 初 等 
纯 双 上 昌 群 。 从 RR 上任 一 点 出 发 构造 两 条 闭 曲 线 . 乡 ;! 和 . 乡 ;, 长 度 
分 别 为 和 it;。 除 非 由 纤 , 和 之 ;到 4 的 提升 所 得 到 的 相应 的 群 
(gh) 是 初等 群 〈 而 这 种 情况 只 有 在 双 : 或 2: 同 伦 于 它 的 起 
点 ， 或 者 2, 和 之 :都 同 伦 于 一 条 单一 闲 曲线 的 某 个 倍数 时 才 
会 出 现 ， 这 时 (g, ho 是 循环 群 ) ， 否 则 由 定理 38.2.1 (及 6.2 
WA 


sinh ( In ) sinh ( n ) = 


下 一 个 例子 表明 ， 定 理 8.2.1 中 的 下 界 是 最 佳 下 界 。 

例 8.2.5 在 4 内 作 四 条 测 地 线 亏 ) 〈 如 图 8.2.1) ， 设 9 是 
以 1 和 -1 为 不 动 点 的 双 曲 元 素 ， 把 工 ! 映 为 L。; kh 是 以 i 和 -i 为 
不 动 点 的 双 曲 元 素 ， 把 上 Ls 映 为 L;,， 命 G= (9g,h)， 显 然 ,G 是 
非 初 等 群 。 

对 G,= (gh, G,=(h) DR ALI RAK 3 D 应 用 定 
理 5.3.15， 即 知 G 古 4 上 的 不 连续 Bf. ries d CA Jn Ht) 
的 结果 知 G 是 纯 双 曲 群 (D 是 G 的 基本 域 ， 在 D 上 不 会 有 柄 剖 
或 抛物 元 素 的 不 动 点 ) 。 因 此 满足 定理 8.2.1 的 假设 条 件 。 

在 这 个 例子 中 ， 原 点 位 于 g 和 8 的 轴 上 ， 由 定理 7.18.1 有 


sinh-3-p(0, 90) sinh p, A0) 
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图 8.2.1 


= sinh(37, )sinh(+-7,) 


= sinh(d,)sinh(d,) 

-coshp(L,, L,) 
因为 可 以 构 作 这 样 的 测 地 线 梗 p (Z;, 工 ,) 任意 小 ， 所 以 定理 
8.2.1 中 的 下 界 是 最 佳 下 界 。 

[定理 8.2.1 的 证 明 ] HEBRE (gh) 是非 初 等 纯 双 
曲 群 则 (8.2.1》 式 成 立 。 我 们 并 未 很 定 ‘(9,8) 是 离散 群 ， 
实际 上 ， 离 散 性 可 从 (8.2.1)》 式 导出 。 

或 相交 或 不 相交 ,回忆 定义 8.1.5, 知 下 列 三 种 情况 之 一 必定 
出 现 。 
情况 1 As 5 A, FIRES 


263 


情况 2 ieee 


在 情况 2 中 ， Ta- ART "39, 5, hA, Kn 与 4, 相 
交 而 得 到 
sinh( 7, ) 21 
类 似 的 不 等 式 对 8 也 成 立 ， 因 而 
. 1 ; 1 
sinh C; THsinh( Tj) 之 1 
由 定理 7.39.4 知 ， 此 式 对 情况 1 也 成 立 。 应 用 定理 7.35.1, 我 
们 发 现在 情况 1 和 2 中 均 有 
sinh eG, gi sinh 4 p (2, hz) 
= coshp (z, Ay) coshp(z, A,) 
. 1 ， 1 
x sinh ( ale ) sinh ($71) sel 
而 这 就 是 (8.2.1) 式 。 

对 情况 3 证 明 (8.2.1) 式 要 困难 得 多 。 由 9 是 简单 元 X, 
(g,h) 是 qE 初等 群 ， 测 地 线 4, 与 4(4,) 不 相交 知 ,三 条 测 地 
RA An h(A,) 两 两 不 相交 ， 且 可 经 适当 的 等 距 变 换 化 为 
如 图 8.2.2 所 示 的 情况 《〈 先 作 亏 ,然后 作 却 ， 使 得 8 是 基于 工 。 的 
反射 再 加 上 关于 二 的 反射 。 

应 用 定理 7.19.2， 我 们 有 

coshT,sinh*p(A,, A,) = cosh’ p( 4, Ay) 
+ coshp(A,,hA,) 


因此 
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图 8.2.2 


cosh? p (As, Ai) (cosh? , — 132z2sinh*? FP Gs hA) 


= 2sinh? p(A,,L) 
而 这 意味 着 


coshp(4,,A,)sinh (ir, ) 


>sinh p(A,,L) (8.2,2) 
TEE E L.X ZO ERTA, ,使 得 车 以 cy 表示 关于 二 ;的 反 


射 ， 就 有 rs,=g" CRO) i PEP Lo Lo = dar, 。 


VAL SLA, AA, M 


O00 = (TTo) (Cg) eG ] 
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C0 表示 关于 了 的 反射 ， 从 而 0o0 是 h 或 &"') 而 这 是 一 个 以 
工 , 与 5 的 交点 为 不 动 点 的 椭圆 元 素 。 这 就 推出 对 于 7 的 某 个 
fim, HR Ln Las 如 图 8.2.3 所 示 。 为 了 使 有 关 的 特性 更 加 
醒目 ,经 过 一 个 等 距 变 换 , 将 其 化 为 如 图 8.2.4 所 示 的 情形 。 


Lina 


图 8,2.3 


不 失 一 般 性 设 d Sdz, MM 


a< ( > 7 ) = lp, 


应 用 定理 7.18.1 得 到 
sinh (Lr, ) sinhp (As, L) Ssinh(d,) sinhp(A,, L) 
=coshp(Las,,L) 21 
利用 此 式 我 们 又 可 得 
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sinh ($7) sinhp(A,,L) =2sinh ( i, ) 
x cosh ( 7 sinhp(A,, L) 
4 g g? 
之 2 
联系 (8.2.2) 式 ， 这 即 意味 着 


，，71 ， 1 
coshp(A, , Ap sinh: ae ) sinh ($7. ) 之 2 


注意 到 
2coshp( 4A,)coshp(z,A,) 
zcosh(p:z, Ap) + p(z, A) 1 >coshp(A,, Ay) 
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由 (8.2.3) A 


coshp(z,A,)sinh (iT, ) coshp (z, As) 


xsinh (+r) 24 


而 由 定理 7.35.1 知 ， 这 就 是 (8.2.D 式 。 

为 完成 定理 8.2.1 的 证 明 ， 我 们 必须 证 明 任何 纯 双 d gE 
GRAMMAR A OSH. ECA A h OR OB dA 
群 ， 则 在 G 内 在 在 互 不 相同 的 双 曲 元 素 9 使 得 9 o> 3X E HH 

D(0, gs0) —0 
且 可 通过 舍弃 某 些 9, 而 设 对 于 所 有 的 2 有 


sinh p0,g, 00 «1 


从 证 明 的 第 一 部 份 可 以 看 出 ， 对 所 有 的 mw 和 nn， 群 (94.9 
是 初等 的 。 由 于 C 没 有 抛物 元 素 ，9。 和 9。 不 可 能 只 有 单个 公 
共 不 动 点 《定理 4.3.5》 ， 因 此 存在 不 同 的 两 个 点 zx 和 ?是 每 
个 g, 的 不 动 点 。 

最 后 ， 对 于 G 中 每 个 元 素 h (XI) 有 


sinh p, ho) sinh-L-p (0, 9,0) —0 


因而 当 w 充 分 大 时 ga, ^) 是 初等 群 。 作 上 述 同样 的 推导 推 
出 # 以 z 和 wv 为 不 动 点 ， 由 h 是 G 的 任 一 元 素 知 8 是 初等 群 。 口 
[定理 8.2,1 的 代数 证 明 ] ”我 们 只 证 6 是 离散 群 (虽然 
作 更 充分 的 讨论 也 能 推出 (8.2.1) 式 ) 。 
设 4 是 作用 在 鼠 * 上 的 非 初 等 群 ,从 定理 5.1.3 知 G 包 含 双 
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曲 元 素 ， 不 妨 设 G 的 一 个 双 曲 元 素 为 
u 0 

h= ( 0 1) + ul 
u 


在 G 内 选取 任 一 序列 
) 9 a.d, —b,c,=1 


使 得 9 .>7。 若 要 证 明 G 是 离散 群 , 则 必须 证 明 对 所 有 充分 大 
的 x 有 9， = 1。 计算 表明 


irCh,g,1— 2 — b,c, (u= 1) (2-> co) 


这 是 因为 9, 一 1 而 有 20,c,->0。 由 于 G 是 纯 双 曲 群 ，G 中 元 素 
的 迹 不 可 能 取 区 间 (-2,2) 中 的 值 , 因而 对 于 所 有 充分 大 的 有 
b.e, < 和 0。 

id 
A. B, 


f. O.g2- ( c. >) 


A,D,-B,C,=1, Fag. >Jim fT, 完全 同样 的 理由 表明 
对 所 有 充分 大 的 x 有 
B.C,.<0 


然而 计算 表明 


_ _1\s 
trCh, f.3-2 B,C, (u : 
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-2 4 b.e. + bey) (u-t) ‘ 


因而 对 所 有 充分 大 的 2 有 

b,c, 20 
这 就 推出 对 所 有 充分 大 的 2 有 

b,c, =0 
这 意味 着 对 于 这 些 x， 双 曲 元 素 * 和 g, 有 具有 一 个 公共 不 动 点 。 
由 定理 5.1.3 知 ，G 含 有 三 个 双 曲 元 案 h1,h。,h，， 共 中 的 任何 
两 个 元 素 都 没有 公共 不 动 点 。 由 此 推出 当 n 充 分 大 时 每 个 g, 都 
有 三 个 不 动 点 〈 同 每 个 Ar 有 一 个 公共 不 动 点 ) ,因而 g.= 了。 

5 几何 解释 ] 证明 的 思路 是 从 换 位 子 不 是 椭圆 元 素 这 

一 事实 来 提取 信息 的 .4 的 轴 4 和 和 9289。 的 轴 9.(4) 即 不 可 能 
接近 ,也 不 可 能 不 交 , 否则 Cg,, ^3 是 椭圆 元 素 ( 推 论 7, 38 .5)， 
AAA fF b.c.<0,. BRE, AMIE MH, ga A) 是 LA. /d. 
和 a./c: 为 端点 的 测 地 线 ，A4 和 gy, (4) 的 反 积 为 


J Meads) + (as/ oo 
€4,g, C40). = 一 -一 一 一 一 一 -一 
i {(6,/d,) 一 (a,/c,)| 
= [1 * 25,c,| 
这 家 明 当 baca] 很 小 时 zc 和 0 《否则 4 和 g. (4) 接近 县 不 
BE) o 
由 2.c. 一 0， 知 对 于 充分 大 的 z， 轴 4 和 9。(4) MERE 
行 ， 并 且 b.e. 委 0。 如 果 相 交 则 交角 很 小 C 295. c,— 0) , 
定理 7.38.6 表 明 换 位 子 
f. -[h,g,J 
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HOSE X KER bI EMSA. TE HE HA P 9 轴 4 与 
f.hf. Ags, CA) 接近 而 不 交 , 因而 第 二 个 换 位 子 Ch, fa) 
是 椭圆 元 素 。 由 于 这 种 情况 不 可 能 发 生 ， 因 而 4 与 g。(4) 有 
一 个 公共 前 端点 ， 即 2.c, =0。 

作为 一 种 不 同 的 解释 ， 注 意 到 8.c, 一 0 与 9.c, 志 0 意味 着 
存在 的 一 列 共 轿 元 素 的 轴 g, CAD. eS FARA, (HK 
与 离散 性 相 违 。 口 

值得 注意 的 是 ,定理 8.2.1 的 代数 证 明 实 际 上 证 明了 ; 只 
要 G 没 有 椭圆 元 素 ，G 就 是 离散 群 。 我 们 将 其 写成 下 面 的 定 
BB. 下 一 节 将 给 出 这 个 定理 的 几何 证 91. 

d 2.6 设 G 是 双 曲 平面 等 距 映 射 的 非 初 等 群 。 EG 


oe 9 oè 9 € 


习题 38.2 
1。 验 证 定理 8.2.I 代 数 证 明 的 几何 解释 的 各 个 细节 。 
2. WES EGEE LAS RACRY SHH 群 ， 并 Hg 
z * 1 属于 C， 则 对 于 C@G 中 所 有 的 元 素 


- aztb Dhan- 
A(z) = ez*d (ad—bc-1) 


有 c= 0 或 1c | 二 人 [提示 ， 考 虚 对 应 于 g" 的 矩阵 的 迹 2。 


§ 8.3 不 含 椭 图 元 素 的 群 


现在 我 们 给 出 定理 5.2.1 的 直接 推广 ， 即 允许 群 内 有 dà 
物 元 素 (但 不 含 椭圆 元 素 〉》。 与 定理 8.2.1 以 及 推论 8.2.2， 
8.2.3，8.2.4 相 同 的 结论 仍然 成 立 ， 不过， 读者 首先 会 从 阅 
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读 定理 8.2.1 的 证 明 中 获得 教 益 。 允 许 有 椭圆 元 素 的 更 一 般 的 
结果 将 在 8. 4 节 及 第 十 一 章 中 加 以 研究 。 
定理 8. 3. 1 HO RE iP i SEERA RE, 且 不 含 椭圆 元 


® 9 © eo * +e > > 9 © @ 


sinh pe, g2)sinh Loc hoo (8.3.1) 


且 此 估计 为 最 佳 信 计 。 

CHE] ” 例 8.2.5 表 明 这 个 下 界 是 最 佳 的 ， 事实 上 ， 由 于 
现在 G 可 以 包含 抛物 元 素 ， 在 那个 例子 中 我 们 可 以 作 四 条 测 地 
线 依次 相 切 ， 因 此 〈8.3.1) 式 中 的 下 界 是 可 以 达到 的 。 

现在 设 9 是 不 含 椭圆 元 素 的 任 一 非 初 等 群 。 定 理 8.2.6 表 
H G 是 离散 群 ， 不 过 我 们 宁可 不 顾 这 一 事实 而 保持 定理 
8.2.] 的 几何 证 明 的 精神 。 如 果 G 不 含 抛物 元 素 ， 这 就 是 定理 
8.2.1 的 结果 ， 因 此 不 妨 设 G 包 含 一 些 抛物 元 素 。 

设 G 是 作用 在 二 上 ，G 中 茶 个 抛物 元 素 以 ~ 为 不 动 点 , 比 
如 说 这 个 元 素 为 h(z) =z+1。 如 果 G 含 有 以 %w 为 不 动 点 的 
双 曲 元 素 f， 不 妨 设 原点 也 是 f 的 不 动 点 ， 即 f(z) = bz ， 因 
而 G 包 含 平移 z iz +t, ER, WME... FE, GI 
包含 的 平移 z i>z+t, 其 约 集 合 2 在 尽 内 稠密 。 

由 G 是 非 初等 群 可知 , 必 有 双 曲 元 素 g 不 以 ~ 为 不 动 点 。 
因此 存在 以 ~ 为 端点 的 测 地 线 工 ,及 9 的 等 距 圆周 工 使 得 9 = 
0,0 ,其 中 re 和 ac 分别 是 关于 工 o 和 互 的 反射 AT ERA, 
故 存 在 与 相交 的 测 地 线 L* 使 得 o*o ,是 G 中 的 欧 氏 平 黎 ， 此 
处 的 a* 是 关于 工 " 的 反射。 从 而 0"o 是 G 的 椭圆 元 素 ， 蔬 盾 。 
我 们 证 明了 : S$ 的 抛物 元 素 的 不 动 点 不 是 G 的 任何 双 曲 元 素 的 


e è © ò s e 
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图 8.3.1 


不 动 点 〈 试 比较 定理 5.1.2， 离 散 性 是 该 定理 的 假设 条 件 ) 。 
用 完全 相同 的 方法 可 以 证 ca AS 稳 


“ SE SECA ME (p A DACIA RAS TER RIA 
du GARB HTC, MAARI BE A A SE zB ji 
《否则 Cg,h 是 抛物 元 素 ， 这 种 情况 前 面 已 经 排 除 ) 。 对 
所 有 的 共 它 情形 ， 在 定理 8.2.1 的 证 明 中 给 出 的 (8.3.1) 式 
《 即 (8.2.1) 式 ) 的 证 明 仍然 有 效 ,因此 只 剩 下 考虑 如 下 情 况 。 
情况 4 DEAT, Nl HIER 
不 妨 设 h(z) = 2+ AER c HAER ZENA 对 于 
所 有 非 零 整数 x 有 


sinh. p(ashz)<sinh pl h'z) 
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az+b ad —b5c-1 


使 得 9 (ce xo VpEmexo. LohnüizR, L. Doo nn/2 确 定 
芍 竖 直 测 地 线 ， 于 是 0.0,=h"*。 上 述 理 由 表 明 ， 没 有 一 条 


直线 工 . 龙 够 同 g 的 等 距 圆周 相交 ， 故 必 有 2/ |c| «1/2, BY 
lc| >4 


现在 假设 g 以 x 和 wv 为 不 动 点 (两 点 可 以 重合 但 不 为 )。 


则 当 w 和 和 w 为 实数 时 有 


lz—g(z)| * lcz +d| = |z(cz +d)— (az +b)! 


dei + jz—al + |z- el 


应 用 定理 7.2.1 得 到 
sinh} p(z,gz)sinh > p G,hz) 


| 1z- gta) 1 
?PRlImtgzD: " 2y 

= jz- g(2) |+ oz +d! /Ay* 
>l 


这 就 完成 了 情况 4 的 证 明 。 
G 的 离散 性 可 用 证 明定 理 8.2.1 的 方法 推出 。 


8 8.4 离散 性 准则 
在 前 面 一 些 结果 的 基础 上 可 以 得 出 如 下 定理 。 
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定理 8.4.1 iG RU. f SEES BRA AD SE BSE RE AUT 
列 命题 等 价 。 

(D 2 是 离散 群 ! 

(C2) CÈ LARA 


* > e # è @ 
e © © «© ù 9 9 o 9 è œ 
e > s @ 9 9 o © 
ss © > o s o 


Eie ir TS d i. (A> BER AR SB) 
表示 结论 显然 或 已 知 , 虑 箭头 所 包含 的 结论 将 在 下 面 证 明之 。 

注 ， 若 G 不 含 顶 圆 元 素 ， 则 可 由 前 面 的 理论 知 所 有 六 个 
条 件 都 是 正确 的 ， 因 此 我 们 假定 G 含 有 椭圆 元 素 。 


(1) 
P9 o 
1 1 
1 4 
(6) [OE i 
N | Y 
NM 09 

(0^ 
Hel 8.4.1 


CDAS (3) AVE A) ”在 4 内 任 取 一 点 z 及 z 的 任 一 紧 
邻 域 W。 由 条 件 (2) 知 ，G 中 使 gy CN) 与 WY 相交 的 元 素 g 的 集合 
是 有 限 集 ， 因 此 只 有 有 限 多 个 不 动 点 属于 N。 口 

CC(3) 蕴 含 (5) 的 证 明 3 车 05) 不成立 ， 则 2 含有 一 个 
FOR TCH eI "为 不 动 点 ， 则 点 9 "(z) (nez dE 
以 ?为 圆心 以 P(z，2) 为 半径 的 双 曲 圆周 上 稠密 。 因 29 G 是 
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非 初等 群 ， 故 存在 某 个 了 使 MÍO) Ar, Mang foo 
都 是 椭圆 不 动 点 ， 它 们 在 4 内 有 聚 点 。 Cl 

COD RE GO 的 证 明 ] OA COO 不 成 立 ， 不 妨 假 设 
GG 包含 9(2z) -exp(2zi002, 03k Jo PE X, R exp(2nzi0) 
(€2) dE br LP] E5899, BIST — 38 2 SEE. WA 
g'—I., O 

C(5) AE (D 的 证 明 ] ”可 将 G 视 为 矩阵 群 , 设 G, 是 
G 的 任何 有 限 生成 子 群 。 由 Selberg 的 一 个 结果 知 ( 见 2.2 
节 》，G6 包 含 一 个 共有 有 限 指数 的 子 群 G1, 它 不 含有 限 阶 元 
素 。 

由 条 件 (5) gu Gp ku Gum OH C XE. "X Hi E ORE 
8.3.1 可 推出 G1 是 离散 群 。 容 易 看 出 ， 因 G1 关于 Go 具有 有 限 
指数 ， 子 群 G, 世 是 离散 群 。 最 后 ， 由 定理 5.4.2 知 G 本 身世 
是 离散 群 。 J 


§ 8.5 Nielsen kim 


ROM MEN A Eft Fucks RAT RATER - 
不 变 凸 集 。 

首先 设 G 属 于 第 一 类 。 在 这 种 情形 下 ,每 一 点 的 轨道 均 
以 94 的 每 一 点 为 聚 点 ,因此 任何 非 空 -不 变 是 集 必定 是 整个 
双 昌 平面 。 

再 设 G 属 于 第 二 类 。 则 34 是 G 的 极限 集 4 辐 互 不 相交 开 
弧 o; 的 可 数 并 的 不 相交 并 集 。 设 二; 是 与 cy 具有 相同 端点 的 测 
地 线 ， 刀 ;是 由 Zi 界 成 的 开 半 平面 ， 它 被 Z; 同 w; 隔 开 。 因 集 
& (0; EGRE, SA CH) RS ik 
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N= aH, (8.5.1) 

是 4 的 G9- 不 变 山 子 集 。 车 G 是 非 初 等 群 ， 则 4 是 无 限 集 ， A 
此 驻 是 非 空 集 。 由 于 在 这 种 情形 下 还 有 无 限 多 个 弧 0;， 因 而 
4 jo 时 0j 的 欧 针 长 度 趋 于 零 。 这 意味 着 每 个 开 圆 盘 {lel 
<r} (<1) 位 于 除 有 限 个 五 ;之 外 的 所 有 五 ;中 ， 而 这 又 意 
味 着 是 开 集 。 综 上 所 述 ，N 是 4 的 非 空 G- 不 变 开 凸 子 集 。 

定义 8.5.1 设 G 是 4 上 的 非 初等 Fuchs 群 。 车 G 属 于 第 二 
类 ， 则 命 N 为 8.5.1) 式 定义 的 集 ; 车 G 属 于 第 一 类 ， 则 命 
N=A, HRNAGH Nielsen Mm. 

下 一 个 结果 表明 ，WN 可 不 必 借 助 无 穷 远 圆周 来 定义 。 

定理 8.5.2 和 是 4 的 最 小 非 空 6- 不 变 下巴 子 集 。 

[证 ] ”因为 除 最 小 二 字 以 外 这 些 性 质 N 都 具备 ， 我 们 
必须 证 明 任何 非 空 G- 不 变 开山 集 刀 包含 N。 由 刀 非 空 且 G- 不 
变 知 , 它 包 含 的 某 个 C- 锁 道 以 4 的 每 一 点 为 聚 点 。 这 就 推出 如 
DN, AM EIB AWA (A) = A, RAHN, 

习题 8.5 
1, 仔细 证 明 对 于 每 一 点 z> 有 C(z) 忆 入， 此 处 的 C(z) 是 > 的 @G- 轨 
3i B9 068. 
8 8.6 ik id 
关于 Fuchs 群 的 一 般 论 述 ,建议 读者 参阅 C303 , C527 
C57) , C103) 和 [1143。 本 章 所 探讨 的 几何 思想 源 于 en- 
chel 和 Nielsen 的 工作 《例如 可 参看 (293, C993 5, s M 


8.2.1 的 代数 证 明 由 〔953 给 出 ,这 是 我 所 知 的 最 好 的 证 明 。 
定理 8.3.1 是 新 的 。 8.4 节 中 的 思想 来 源 于 C42) 9 
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BIL ”基本 域 
89.1 dk 本 mM 


设 G 是 作用 在 双 曲 平面 4 RH’ 上 的 一 个 Fuchs 群 。 
所 谓 关于 G 的 基本 集 是 指 4 的 一 个 子 集 F， 它 恰 好 包含 4 中 每 
条 轨道 的 一 个 点 。 因此 ,中 的 任何 两 个 点 都 不 是 G- 等 价 的 ， 
3t H. 
sme 


选择 公理 保证 了 关于 CG 的 基本 集 的 存在 性 〈 不 过 有 少数 例 
Sb) 。 所 谓 基本 域 是 一 个 区 域 ， 这 个 区 域 添上 它 的 部 份 边界 
构成 关于 G 的 基本 集 。 

定义 9.1.1 双 曲 平面 的 子 集 D 是 关于 Fuchs 群 6 的 基本 
域 当 且 仅 当 

G) D 是 区 域 ， 

《2〉 存 在 茜 个 基本 和 集 满足 DCFCD， 

(3) h-area (9D) =0 

我 们 将 在 9.4 节 中 建立 基本 域 的 存在 性 。 如 果 D 是 基本 
域 ， 则 对 G 中 所 有 的 9 GSD 有 


gD) ND U, fD)=A4 
并 说 D 和 它 的 像 镇 成 4。 
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广 9.1.2， 以 要 求 3 有 的 每 一 点 是 0D 上 别 的 点 的 像 来 代 
PRIE (2) 是 不 够 的 。 例 如 ， 由 z1->2z 生 成 的 群 是 瑟 " 上 的 
不 连续 群 ， 但 具有 这 种 性 质 的 集 {z+iy: y>0,1<2< 2} 
不 是 关于 9G 的 基本 域 。 

定义 9.1,1 的 性 质 (2 和 (3) 意味 着 7 是 可 测 的 , 并且 

h-area(D) - h- area(PF) 
事实 上 ， 下 一 个 定理 表明 & - area(D) 只 依赖 于 G 且 与 D 的 
选取 无 关 。 以 后 〈10.4 节 ) 将 会 看 到 在 所 有 情况 下 都 有 


h-area(D) > m 


定理 3.1.5 车 也, 和 是 关于 G 的 可 测 基本 集 ， 则 


h-area(F,) = h-area(F,) 
a F okt TO A IRR RAS TAG Oy AT MIE AS SR, nj 
h-areat(F,) k« h-area(F,) 
[证 ] 以 4 表示 h- area, Rake SR PHA 
ai, BOA . 
ACP) 5 uF OCUg PF.) 
- Zu(F.gP) 
= EUF, Ng P) 
= u(F,) 
把 CG 表 示 成 陪 集 的 不 相交 并 ， 比 如 说 
G- U Goga 
设 
P'-Ug.C') 
若 we4， 则 对 G 中 某 个 9 有 9 Cw) Fa ERS ae op x 
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Ag = hg, Heh tw) eg. CF), Mr ESAS 
每 条 轨道 的 一 个 点 。 

现在 假定 z 和 f(z)〉 展 于 F*， 其 中 feG。， 并 且 z 不 是 G 的 
任何 非 平 几 元 素 的 不 动 点 。 对 于 某 个 m 和 Rw， 点 9， €, 
gm (2) 属于 Fi， 从 而 gr9m 'f 以 z 为 不 动 点 。 我 们 推出 

gmgs  =fEEG 

BEG dm = Gog., 因而 2 = 如。 这 表明 了 以 z 为 不 动 点 ,于 是 了 = 7。 

这 些 事 实 表明 F* 不 仅 恰 好 包含 每 条 不 含 不 动 点 的 轨道 上 
的 一 个 点 ,而 且 还 至 少 包 含 每 条 含 不 动 点 的 轨道 上 的 一 个 点 。 
在 下 "中 删 去 一 个 适当 的 不 动 点 《可 数 ) 集合 ， 就 得 到 F 
G ,的 基本 和 集 ， 由 证 明 的 第 一 部 份 有 

u(F*) = uF) 

显然 ,与 它 的 像 的 交集 至 多 是 由 可 数 个 不 动 点 组 成 的 集合 ， 
因此 


ACF*) -Za(g.P) 


-ku(FD 口 
可 以 给 出 定理 9.1.3 的 商 空 间 叙 述 。 如 在 6.2 节 中 所 讨论 
的 那样 ， 由 双 曲 度量 的 微分 ds 可 导出 商 曲 面 4/G 上 的 一 个 度 
最 ， 因 而 定理 9.1.3 只 能 断言 对 于 任何 可 测 基 本 集 环 有 
h - area(F) = h - area(A/G) 


习题 9.7 
1. 设 D 是 关于 G 的 一 个 基本 域 。 试 证 明 ， 车 weD， MDN {w } th 
是 基本 域 (因而 基本 域 不 必 是 单 连通 的 ) . HRE= (D (DFA 


的 闭 包 的 内 部 ) 。 证 明 B 是 包含 p 的 单 连通 基本 域 。 
2. 设 D 是 关于 G 的 基本 域 ，D1 和 Ds 是 D 的 开 子 集 ， 满 足 
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(D,U D,)° =D 
RE: EENET, KR 


(9 (D) UD,)' 
LF OMAR? 


S 9.2 局 部 有 限 基本 域 


在 建立 有 意义 的 基本 域 理 论 之 前 需要 有 另外 一 个 条 件 。 
谨 以 下 面 的 例子 说 明之 。 由 于 我 们 只 是 选取 了 一 个 最 简单 的 
例子 来 说 明 这 个 条 件 ， 玻 其 中 的 群 不 是 Fuchs 群 的 事实 无 X 
紧要 。 

例 9.2.1 设 C* 是 非 零 复数 的 集合 ，G 是 由 9g: z 1>2z 生 
成 的 循环 群 。 商 空间 G'/G 是 一 个 环 面 。 设 y 是 图 9.2.,1 所 示 的 
”曲线 ， 在 第 一 象限 中 ;是 曲线 y =e。-"， 在 其 它 象限 中 7 由 1z| 
= 1 给 定 。 位 于 y 和 g(y) 之 间 的 区 域 D 是 关于 G 的 有 如 下 含 
义 的 基本 域 ， CQ "的 每 一 个 点 至 少 等 价 于 2 的 一 个 点 ， 至 多 等 
Ür-F DIS —4 A ARMED 上 的 等 价 点 视 为 同一 点 时 ,发 现 
商 空间 D/G 不 是 紧 的 ， 因 此 D/6G 与 C* /GA AB. 

IE ROREM Puch oR BT, degno 是 只 具有 有 


pore 作 以 排除 这 种 可 能 性 。 

设 G 是 作用 在 4 上 的 一 个 Fuchs 群 ,D 是 4 内 关于 G 的 一 个 
基本 域 . 群 G 诱 导出 一 个 自然 的 连续 开 投 影 映 射 +:; 4 一 4/G。 
当然 ， 我 们 也 可 以 通过 把 等 价 点 〈 必 位 于 39D 上 》〉 视 为 同一 点 
来 建立 由 8 诱导 的 D 上 的 一 个 等 价 关系， 因此 当 取 D/G 的 d 
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图 9.2。1 


扑 为 商 拓扑 时 就 有 另外 一 个 连续 投影 映射 +， DD/G。4/G 
的 元 素 是 轨道 CG(z) ， D7G 的 元 素 是 集 万 站 cC(z) ,并 且 
r(z)=G(z)， x G)-2D(1GCoO 

Dr. D> 4 表示 包含 映射 〈 限 制 在 万 上 的 恒 等 映 射 ) 。 

按照 规则 
9:D (1G (z) |+G(z) 

构造 映射 9，D/G->4/G。 因 为 对 每 一 点 z,DNG (Cz) lit 
映射 9 是 完全 确定 的 ， 且 当然 有 


O 了 = 了 r (9.2.1) 
这 些 映射 如 图 9.2,2 所 示 。 


现在 来 研究 D/G 与 4/G 之 闻 的 关系 。 
命题 9.2.2 C1) 9 和 Tr 是 内 射 ， 

Gi) T, RD IE 

(iii) 2, T, 0 和 7 是 连续 映射 ; 
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CN) 7 是 开 映 射 。 
[证 ] — 只 有 在 0 是 连续 映射 时 这 个 断 语 才 不 是 完全 平 
凡 的 。 著 4 是 4/G 的 任 一 开 集 ， 则 可 应 用 (9.2.1) 式 得 到 
wz (@7-'A)=D{)w7'(A) _ uU 
由 于 连续 ， 这 是 刀 中 的 开 集 。 又 因 对 任何 B，?-:(B) 是 万 
中 开 集 的 充 要 条 件 是 8 为 D/G 中 开 集 ， 故 -4 是 DV/G 中 开 
集 并 且 0 是 连续 的 事实 上 这 就 是 命题 1. 4.2 o 
现在 就 来 给 出 一 个 条 件 ,该 条 件 满足 时 可 保证 6 是 一 个 同 
胚 映 射 ， 从 而 4/G9 与 D/G 拓 扑 等 价 。 
定义 9.2.5 称 关于 G 的 基本 域 D 为 局 部 有 限 当 且 仅 当 4 
的 每 个 紧 子 集 只 同 D 的 有 限 多 个 G- 象 相交 ， 
为 了 搞 清楚 定义 9. 2. 3 的 含义 ， 我 们 假定 7 局 部 有 限 。 在 
4 中 的 每 点 z 均 有 一 个 紧邻 域 WN， 它 与 5 的 有 限 多 个 G- 象 
9:(D) 相 交 。 必 要 时 通过 缩小 N， 我 们 可 设 所 有 这 些 象 都 包 
含 点 z。 最 后 ， 若 4(D) 与 相交 ， 则 %(D) 5g, D) 的 并 相 
交 ; 因此 (由 于 3D 的 测度 为 零 ) 对 某 个 有 h=9;。 综 上 所 
述 ， 若 忆 局 部 有 限 ， 则 每 点 = 均 有 一 个 紧邻 域 W 及 伴随 着 的 
一 个 G 的 有 限 子 集 9， sn guilt E 
(1) zegi (Dy Do 1g D) 
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(2 Ncg, (D) Use ga (D); 
(3) ADNAN =p, BRIERET Gs. 
在 以 下 的 讨论 中 ， 我 们 将 自 始 至 终 利 用 这 些 事实 。 


人 


[证 ] «JOR OR Ry, DAE RARER 域 ， 
我 们 来 寻求 了 矛盾 。 因 九 不 是 局 部 有 限 ， 故 存在 4 内 某 点 ww， 姜 
内 的 点 zyzz,… 以 及 CG 内 互 不 相同 97638 gi 92.0 ,满足 

ga (Z4) 一 > Wyn © (9.2.2) 

id 

K= { 215 Zq5 er} 
HLAKCD, Rk. wh ey GRAARETAD AIR 
g.(D) 相交 ， 因 此 对 G 中 的 任何 BB AP wEER CD), iX HE iH 
z (w)&z (K) 
我 们 可 以 通过 证 明 
a (went K) (9,2,3) 
得 到 所 寻求 的 矛盾 。 

因 C 是 离散 群 ，g。 (oO) 在 4 内 无 了 点 。 由 (9.2.2) 式 
可 知 ，z, 在 4 内 也 无 聚 点 ， 这 表明 外 是 了 内 闭 集 , 因 KKCD, 故 
有 

aK) =K 
并 且 由 D/G 上 商 拓扑 的 定义 有 和 希望 推出 并 CIO. 是 万 /G 内 H 
集 。 由 (9.2.1) 式 ， 有 
a(K) 2zr(K) 28 EK) 
因 60 是 同 胚 映射 ， 这 个 集合 是 4/G 内 闭 集 。 我 们 断定 
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a (w) -limz(g,2,) = lima (z,)ex CK) 
这 就 是 (9.2.3) 式 。 
AY sEMOEBRHÜYEBE Be AE H2 D Jo RAS BRE 时 
OS. FRE BUTE D RAR MA, Briio.2.15 
只 需 证 明 9 把 开 集 映射 成 开 集 即 可 。 
在 D/G 内 选取 任 一 非 空 开 集 4, Kir BEI VE EE E 
射 ， 故 存在 4 内 开 子 集 了 3 满足 00 
w '(AD= DB, x (D(\B)=A 


V= U g (DB) 


a(V)=2(DOB) 


我 们 要 证 9(4) FAITE: Al ee, 只 要 证 明 V 是 4 的 开 
子 集 就 够 了 ,对 此 商 空 间 提供 不 了 什么 帮助 , 它 只 依赖 于 D 是 
局 部 有 限 的 假设 。 
基 虑 7 内 任意 一 点 z, 必 须 证 明 F 包 含 一 个 含有 z 的 开 集 N 。 
因 V 是 G -不 变 的 , 故 可 假定 
zeD OB 
EHF D AE BB Ay BRE ds 3, Am ZTE EA 2 29 rot TP HB 
MAND D RS . . 
KCD, GOD, ga CD) | 
A, Mg = 7; 并 且 还 可 假定 这 些 集 合 中 的 每 一 个 都 包含 
zz 点。 于 是 
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_ 4, OD , j=0,1, n, 
这 意味 着 z 在 9; O RAEL. BR, TEXTAR 为 4 中 


fy (2) » 因此 
gs (en (A) = DOB 
这 就 推出 zeg; CBO ， 通 过 进一步 减 小 六 的 半径 ， 不 妨 设 
Nc gCB) 1 Gm (B) 
SEAN 一。 事实 上 ， 若 weV， 则 对 某 个 思 ， wBE RE 
gi (DXR Fg. (B) ， 从 而 有 
weg; (DN BEV 
定理 证 明 完 毕 。 LJ 
下 面 ， 我 们 给 出 一 个 例子 ， 说 明 凸 性 不 足以 保证 局 部 有 
E 
群 


RIE. 
$19.2.5 我 们 将 给 出 一 个 凸 五 边 形 , 它 是 一 个 Fuchs 


G 的 基本 域 但 却 不 是 局 部 有 限 的 。 这 个 群 G 是 由 


f(z)=22, g(z)9 一- 


4: BESTEHT H? 上 的 群 。 我 们 的 首要 任务 是 证 明 G 是 离散 群 
并 确定 关于 CG 的 一 个 基本 域 。 为 此 可 考虑 图 9.2.3。 

计算 表明 f(y1) =y;，g (71) =0,。 定 理 5.3.15 的 简单 应 
用 GRG: =f), G= (9g)，D i 是 7 1 与 7; 之 间 的 区 域 ，D; 是 
0 1 与 9; 之 间 的 区 域 ) BCAA RR, IES THE fal hee, 
hIT 有 CD) 个 D =$， 此 处 的 D 是 由 7 1:，Y2,01 和 和 0: 围 成 的 
区 域 。 

事实 上 ，D 就 是 G 的 一 个 (局 部 有 限 ) 基本 域 。 为 说 HH 
这 一 点 ,我 们 取 定 瑟 : 中 任 登 一 点 z， 并 选取 z 的 一 个 与 iv 2 
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图 9.2.3 


最 接近 的 象 点 (由 于 G 是 离散 群 ， 这 是 可 行 的 ) ,不 妨 设 z 本 
身 就 是 它 的 景 接近 iv2 的 象 点 。 容 易 看 出 , 当 且 仅 当 |z| 志 2 
时 

pG,iv/ 2)Ep(zsf (iv 2)) - pCf^!z,iv 2) 
同 理 ， 当 且 仅 当 |z| 宇 1 时 z 与 MV 2 kezi f div 2 ) 更 接 
近 ,。 通 过 稍微 复杂 一 些 的 计算 (应 用 定理 7.2.1) 或 几何 关系 ， 
我 们 发 现 z 或 位 于 D 的 外 部 或 位 于 0 ;和 0, 上 ， 这 是 因为 

plzsiv 2)xip(gz,iv 2) 2 p(z,g ^! (iv/ 2)) 
而 对 9-! 也 有 类 似 的 关系 式 。 这 就 推出 zeD， 即 证 明了 D 是 G 
的 一 个 基本 域 。 

通过 修改 了 我们 设法 得 到 一 个 新 的 基本 域 卫 。 这 一 过 程 
的 基本 点 是 将 D 的 一 些 部 分 代 之 以 这 些 部 分 的 不 同 的 象 ， 使 
得 修改 后 的 区 域 仍然 是 一 个 基本 域 。 首 先 ， 我 们 将 

Di-D(í|tz:iReca2«0) 
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代 之 以 9(D ， 新 区 域 如 图 9.2.4 所 示 ， 这 仍然 是 4 的 基本 
域 。 


图 9.2.4 


其 次 ， 作 坚 直 测 地 线 x = 1 和 zx = 2， 并 设 录 ,5 和 6 是 如 图 
9.2.5 TE R. ED, 1, 2w2 LBS PEL EET. (w,1, 
2w》 代 之 以 三 角形 7 Qw, 2, 4w) CXR AIT 象 
F(T) ) 。 每 条 欧 氏 线段 C6, 262 代 之 以 等 价 线段 55 ， 
26/5) ， 其 中 6 位 于 || = 1 上 且 仅 限于 ww 与 之 间 。 最 后 ， 要 删 
去 线段 Ci，2i] ; 需要 注意 的 是 ， 线 段 Ci, 210 等 价 于 
gD BRL MARE Cg(i),g(2i) ] ， 当 保留 这 条 
线段 时 ， 新 区 域 了 仍然 是 这 样 的 一 种 区 域 ， 即 它 的 闲 包 至 少 
包含 每 条 轨道 上 的 一 个 点 。 

上 面 所 给 出 的 构造 ， 是 用 以 1,9(i)，g (2D,2,0 为 顶点 
的 五 边 形 代 赤 四边形 D。 由 构 井 过 程 可 知 Z 是 G 的 基本 域 ,由 
定理 7.16.1 又 可 知 ， 卫 是 凸 集 。 注 意 到 边界 线段 Cg ， 
g (2i) 3 上 的 点 在 03 上 无 等 价 点 ! 唯一 的 可 能 是 了 3 的 象 设 
着 线段 [9(i),g(2i)] 凝聚 ( 见 下 文 ) 。 要 想 更 明确 
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Jib uE BH CPR BAR, RINARERA Az, = 142", 
n=1，2，… 都 属于 办， 且 
f Cza) =i+2 '-i, n> 
我 们 断定 如 是 一 个 此 的 非 局 部 有 限 的 基本 域 。 由 于 开头 的 区 
域 D 局 部 有 限 ， Riz RLH* /GTa] BR-P D/G , 这 是 除去 一 点 的 环 
面 。 读 者 应 当 考 察 一 下 2/G 和 了 到 H?*/G 的 射影 。 o 
考虑 到 定理 9.2.4 和 例 9.2.5， 引 入 如 下 局 部 有 限 基本 域 
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的 判定 准则 是 有 意义 的 。 

定理 9.2.6 设 D 是 Fuchs 群 8 的 基本 域 。 若 对 于 9D 上 每 
一 点 2 均 有 s 

G) 存在 G 中 某 个 元 素 g 关 7 使 得 9(z)e9D 


cii) 可 以 用 一 条 完全 位 于 DU (C2) 内 的 曲线 把 z 和 D 


an Ad (1) R (2) 都 不 足以 保证 忆 局 部 有 限 。 
此 处 只 就 了 是 凸 域 这 一 最 有 趣 的 情况 作 一 概略 的 证 明 GU E 
比 条 件 C2) 强 ) 。 _ 
4 中 的 一 点 z， 者 存在 一 个 邻 域 只 与 已 的 有 限 多 个 象 集 相 
A, 则 称 z 为 正则 点 ; ; 若 z 不 是 正则 点 ， 则 称 其 为 例外 点 。 BA 
He RES EE TE 
于 是 ， 攻 不 存在 例外 点 ，D 便 是 局 部 有 限 的 。 我 们 将 通 
过 证 明 ， 
(a) 例外 点 的 集合 是 可 数 集 
Ch) 车 存在 一 个 例外 点 , 则 必 存 在 不 可 数 个 便 外 点 
来 证 明 D 局 部 有 限 。 
HRE D 知 ， 每 个 例外 点 z 必 属 干 基 A R A gD) 
(ACD) ，9 关 如 。 由 凸 性 可 推出 交集 
0 (9,1) 2 gCDO) NAD) 
《为 一 双 则 线段 ) 的 内 点 都 是 正则 点 ! DW Pb, dE o(g,h) 
中 有 一 多 有 两 个 例外 点 。 因 6 是 可 数 集 ， 故 推出 (a) 。 
为 了 证 明 O) ， 设 包 是 例外 点 , 则 存在 DP 中 的 点 z1,z:， 
以 及 G 内 互 不 相同 的 元 素 g 1， gas AEFI (Zn) >We ^ 
RORT MBE RAE JG JURE (HHHDE BE, | D d FA Jh 
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部 有 限 的 ) ， 因 而 存在 D 中 某 点 6 满足 i5| =1. FLA 
(2,2) ， 则 9g LO 凝聚 于 某 条 射线 Cw), |6 = b 
由 Cw, $°) 的 构成 可 知 ， 它 的 每 一 点 都 是 例外 点 。 口 

从 定理 9.2. 4， 我 们 可 清楚 地 看 出 局 部 有 限 性 概念 的 重 
要 性 。 在 结束 本 沁 之 前 ， 我 们 再 介绍 几 个 为 所 有 局 部 有 限 基 
本 域 共同 具有 的 性 质 ， 需 要 特别 指出 的 是 ， 这 些 性 质 都 是 从 
局 部 有 限 性 派生 出 来 的 ， 对 D 并 未 附 却 任何 其 它 条 件 o 


"I ELE 
Ga = (geGs g(DY (1 Dd) 
ERG. 
(^ [HE ” 设 G* 是 由 G。 生 成 的 群 。 不 妨 设 G 是 作用 在 4 上 
的 群 ， 故 对 4 内 任何 一 点 z， 存 在 G 中 基 个 元 素 9 使 得 a GO 
cp。 再 设 1(z)cD， 则 hz) BERT Dan JR Thg^ (DD, 
因此 hg-1eGo， 于 是 有 陪 集 的 等 式 
G*h=G"g 
这 一 事实 意味 着 存在 一 个 完全 确定 的 映射 
a 
由 式 
plz)=G"*g 
给 出 ， 其 中 g (z)eD。 我 们 的 证 明正 是 从 对 这 个 映射 的 讨论 
出 发 的 。 
考虑 4 内 任意 一 点 z。 因 D 局 部 有 限 ， 故 存在 有 限 个 象 集 
aD) pga D) 
其 每 一 个 都 包含 点， 使 得 它们 的 并 覆盖 z 的 一 个 开 邻 域 N 。 
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HweN, WHERE joweg, D), 3&B. 
p(w) = G' (95) = ó(z) 

iX RE — rx e IUE — PRN GE (ROTE N. 上 为 常 值 。 

而 具有 这 一 性 质 的 任何 函数 $ 在 4 内 必 为 常 值 (赋予 $ (4) 
离散 拓扑 ， 因 连续，$ (4) 连通， 故 (4) 只 含 一 个 点 ) 。 
这 表明 对 4 内 所 有 的 z 和 w 均 有 

$(z) = pw) 
任意 给 定 G 中 的 元 素 9， 选 取 z 和 使 之 分 别 属于 DD 和 g-!(D)。 
因 $ 是 常 值 而 有 
G'-ó(z)-$ó(w)2G'g 

故 geG*。 这 就 证 明了 GCG?'。 显 然 ， 有 G'CG， 从 而 G* =e, 
即 Go 生 成 G 。 口 

下 一 个 结果 把 局 部 有 限 性 同 不 变 区 域 联系 起 来 ， 极 限 圆 
域 和 超 圆 域 的 定义 见 7.5 节 。 

定理 9.2.8 设 D 是 Fuchs 群 G6 的 任 一 局 DE EIU PC. 。 


e «© * è © @ c^ + è v 


. e a è © > 
© 2 4 © è >è è © o è © © » ù © 9 > $9 
oe 9 è è «© c 

+ 8 è 9 a è $9 à © © s o © o o * a O 
"0*4. © 2@ $3 89 


- CHE] RAI HE, ppc 对 于 G 中 


tt h Ay h(w)eD, HDG K B3 Se e 对 于 紧 集 六 ， 
G 是 平凡 的 ， 因 为 车 DD 与 CK) 相交， 则 有 -1(D》 BKH 
交 ， 而 这 仅 对 1 的 一 个 有 限 集 才 可 能 出 现 。 
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为 了 便于 证 明 CD ， 设 G 是 作用 在 H? 上 并 且 g(z) = 
z+1。 于 是 下 必 具有 形式 
K= {x+iy:y>k} 


记 
Ko= {z+iy:y ko} 
K= {z+iy:h<y< ho } 
其 中 心 的 选取 要 使 得 


,U, FOOD SEI _ 
景 后 的 这 个 条 件 登 味 着 到 ,不 可 能 包含 D 的 一 个 象 集 ， 从 而 若 
f(D ) 与 KK 相交， 则 必定 也 与 ,相交 。 由 Jorgensin 不 ER 
知 ，Ko 的 这 种 选取 是 可 能 的 ， 即 若 
aztb 
cz+d 


f) = 

属于 G 并 且 不 以 为 不 动 点 ， 则 lel 之 1。 于 是 
; 1 
Imtfz«-, 


JAWS ko>i, KT 5G) 相交 。 

设 D 与 CK) 相 交 ， 则 h-! D) SKA, A SK, 
Me. # 

= {z+iy: 0<e<1, bee) 
EU 
Ug' Qn =K, 
HEHP, g'h (D) GHZ. HEE RK, D 局 部 
有 限 可 知 ， 只 有 有 限 个 也 的 象 集 
gi(D), g. (D) 


与 如 相交 。 于 是 对 于 某 个 7 和 ?2 A g'h’ =g;, 从 而 hh(K)= 
gi CK) a 
Ciii》 的 证 明 类 似 。 不 妨 设 G 是 作用 在 H? FIFA g = 
kz, k>1, BHRBABBX 
K = {rel?sr>0, |[0— x/2|] <e} 
id 
EF=({zeK:1< |z] <k} 
Hm U g* CB) = KAD AREA Uk GRRE A, 
woxeeg A ob > ts gD) , Eh OO SOME, 
则 对 于 某 An Agh D) 与 相交 ， 办 此 对 36 A DE OO 
=g; 1(K) 。 t 
我 们 只 提 及 定 还 9.2.8 的 一 个 推论 。 
推论 9.2.9 FGE He Pucks Res D ÆG PEU 


e 8 © c$€ 9 © t a 
* . s o» » ù è c* č è t$ č a 


7 . © è © 


[证 i KO REM tH 上 ， $- 0, HH HRE 
Eus: z 1!->z++ 1 生成 。 

再 设 KK 是 在 3 睦 射 作用 下 不 变 的 极限 圆 域 .在 到 中 选 到 f£ 
一 满足 Tm Cz.] ->+ o RAR], Za 0° "。 存 在 G 中 的 元 素 h1， 
hy, e 使 haz, )eD， BD stg e kh. CK)4822 , EERO .2.8 
的 应 用 (通过 取 子 列 并 重新 编号 ) 表明 

hi(K)=h,(K)= 
于 是 存在 整数 i ,is，… 使 得 和， =hip'=; 从 而 hh Wa) «D, 
Strhw,=p' (2a) o A 
Imctw,J= Im(z,)> +o 


Ajw.— 9, hice) 属于 万 的 欧 氏 闭 包 。 L1 
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习题 9.2 

1. 修改 定义 9.2.3 以 适用 于 例 $9.2.1， 并 证 明 少 不 是 局 部 有 限 
的 。 

2. 构 作 一 个 作用 于 五 * 上 的 Puchs 群 G C= (gi, ges )}) 
以 及 G 约 一 个 局 部 有 限 基 本 域 D， 使 得 对 每 一 个 »，g .(D) 的 欧 ECL 
A+ oO, 

3. 设 G 是 作用 了 于 4 上 的 Fuchs 群 ， 以 DD 为 基本 域 。 试 证 明 ， 当 
HERRI G) 4/G 是 紧 的 和 (ii) D 是 局 部 有 限 的 均 满足 时 ，D 关 
FR BE E 9E 

4. 设 Gë Bg: zl 一 z+1l 和 h: z'>zt+iARiR. a 用 c/G 
是 紧 窗 疗 的 事实 ， 试 构 韶 G 的 一 个 基本 域 D， 使 其 在 c 内 不 是 局 部 有 
限 的 。 

5. 试 证明， 在 例 9.2.5 中 的 凸 基本 域 了 的 欧 氏 边界 上 包含 有 双 
曲 不 动 点 。 并 证 盟 @ 中 双 曲 元 素 9 的 一 个 不 动 点 不 可 能 位 于 任何 局 部 
有 限 的 凸 基 本 域 的 欧 氏 边界 上 。 


$ 9.3 RABE 


我 们 自然 特别 关注 多 边 形 基本 域 。 非 凸 多 边 形 很 少 用 到 ， 
而 另 一 方面 ， 山 性 尚 不 足以 保证 有 令 人 满意 的 结果 〈 见 A 
9.2.5) 。 这 些 事实 使 我 们 着 重 于 去 讨论 局 部 有 限 的 凸 基 本 
多 边 形 。 值 得 注意 的 是 ,这 类 多 边 形 实际 上 正 是 出 唔 性 和 局 部 
有 限 性 推出 来 的 ， 因 此 ， 我 们 首先 给 出 一 个 不 涉及 多 边 形 结 
构 的 定义 。 

定义 9.3.1 车 G 是 Fuchs 群 ， 则 当 且 仅 当 P 是 G 的 局 部 
有 限 凸 基本 域 时 已 是 G 的 凸 基本 和 多边形。 
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需要 特别 指出 的 是 ， 这 只 是 词组 “性 禁 本 多 边 形 ”的 一 
个 定义 ， 而 并 未 预先 规定 P 的 边界 上 共有 何 种 特殊 结构 。 我 们 
要 给 这 个 语 间 的 定义 增添 一 些 内 容 ， 所 作 的 讨论 将 是 初等 
的 ， 但 可 以 期 望 这 样 做 对 最 佳 的 按照 顺序 推出 各 种 结果 是 十 
分 重要 的 。 我 们 始终 以 PP 表示 GC 的 凸 基本 多 边 形 。 值 得 注意 
的 是 ， 忆 只 是 一 般 意 义 下 的 〈 而 非 通常 所 允许 的 ) 双 曲 多 x) 
形 。 比 如 ，P 的 顶点 可 以 在 无 穷 远 圆周 上 (可 能 有 无 限 多 个 )， 
了 的 边界 区 至 可 以 包含 无 穷 远 圆 周 上 的 弧 段 。 明 确 的 说 ， 将 
证 明 

P= QNH; 

其 中 五 ;是 具有 如 下 性 质 的 可 数 个 开 半 平面 ， 双 曲 平面 的 任 
一 紧 子 集 包含 于 有 腿 个 五 ;之 中 。 

由 于 P 局 部 有 限 ， 对 于 4 内 任 一 点 z， 存 在 以 z 为 心 的 F 
双 曲 贺 盘 六 及 G 内 互 不 相同 的 元 素 g!，9:，… 使 得 。 

ZEP) fe (1g, KO 
, Nog P)U-- Ug. CP) 

JEFE. EJP) SNH, WM FIT (HAG = gj。 若 ze9P， 
M Tig: =f, t—2 CfW|zeN, NOP) 。 这 证 明了 

(1) 对 于 9 了 中 每 一 点 2, f 存在 G 中 某 个 g 志 1 使 g(z) «OP, 
事实 上 ， 在 凸 性 的 条 件 下 ， (D 等 价 于 局 部 有 限 性 ， 参看 
定理 9.2.6。 

PLIES RGAE KD. ER, PAG 是 
山 集 且 不 包含 不 共 线 的 三 个 点 ， 否则 就 会 包含 一 个 非 退 化 三 
角形 ， 从 而 《由 于 9P 的 面积 为 零 ) Pg CP) = 人 9. 至 此 ,我 
DES BS gc P» 既 可 能 是 一 条 测 地 线段 ,也 可 能 是 空 
Ro MER LKR MPH LATA, 
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定义 9.3.2 P 的 边 是 形 如 Png(P) 的 具有 正 长 度 的 


测 地 线段 。P 的 顶点 是 形 如 PNgCP) UA PO RO BR, FE 
中 1,9,h 是 互 不 相同 的 元 素 。 

Bao ”P 的 边 不 必 是 通常 意 义 下 的 边 。 若 把 9P 中 最 大 的 
测 地 线段 称 为 P 的 校 ， 则 一 条 楼 可 以 包含 P 的 无 限 多 条 边 。 
换 句 话 说 ， 我 们 允许 P 在 顶点 处 的 内 角 取 值 x。 

然而 G 是 可 数 集 ， 并 且 只 有 了 的 有 限 多 个 象 集 与 4 的 TR 
子 集 相交 。 因 此 

(2) PAR ATE eI, 


e è ù + è @ @ » č u o 


©. » e © >» è > è o č a è 9 ù © a © 


相交 。 显 然 ， Phi sitet St a oh ad. 

rey 9P 是 P 的 边 的 并 。 

由 边 的 这 一 定义 可 以 看 出 ， 对 于 非 局 部 有 限 区 域 ， 这 个 
显而易见 的 命题 却 不 再 成 立 ， 参看 例 9.2.5。 

为 了 证 明 OD , 考 虚 9P 上 任意 一 点 。 由 于 以 ww 为 心 的 
每 个 充分 小 的 圆周 都 包含 P 中 的 点 和 不 属于 P 的 点 ， 因而 de 
在 9P 中 的 点 几 * 趋 于 w。 因 w 的 紧邻 域 只 与 P 的 有 限 多 个 象 集 
相交 ， 故 存在 某 个 9 和 无 限 多 个 nx 使 得 zse PGP), 这 意味 
MPN g(tP》 是 包含 ww 点 的 一 条 边 。 

从 4》 推出 P 的 每 个 顶点 实际 上 位 于 P 的 一 条 边 上 。 我 
们 还 有 更 强 的 结论 ， 即 

《5) 每 个 项 点 恰好 属于 两 条 边 ， 并 且 是 这 两 条 边 的 公 


e 9 è © © © è è ù è ù) ç; è è ù ù > © 


为 了 验证 (5) ， 设 w 是 边 PN g(tP) =s 的 一 个 内 点 。 
选取 已 内 一 点 z， 作 三 角形 以 z 为 顶点 以 s 为 对 边 ， 这 是 P 内 的 
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一 全 开 三 角形 。 作 类 似 的 构造 可 得 出 9 (P) 内 一 个 以 s 为 边 的 
开 三 角形 ; 这 表明 顶 点 不 可 能 是 一 条 边 的 内 点 ， 并 且 如 果 两 
条 边 和 相交 则 必 交 于 一 个 顶点 。 

由 (3》 和 (4》 以 及 前 面 的 注 ， 每 个 顶点 2 位 于 数目 为 
TEM ER ARXU b, FFA REA AE. A ee BU 
述 过 的 这 种 平凡 的 凸 性 论证 表明 这 个 数目 不 可 能 是 1, 也 不 会 
超过 2。 这 就 证 明了 (5)， 并 且 也 证 明了 

CO 任何 两 条 迪 若 相交 则 必 交 于 一 个 顶点 ,并且 该 点 是 

这 两 条 边 的 公共 端点 " 

顺便 指出 ， 〈5) dm (0 意味 着 三 条 边 的 交 是 空 集 。 

基本 多 边 形 的 另 一 有 用 性 Vd, 4G 05.959, 7. 
作用 于 4 上 ， 则 

(7) Snob, g, CD) 的 欧 氏 直径 趋 于 0。 

如 果 结 论 不 成 立 则 可 找到 9, CD) Hz Mw, 使 得 

Za >Z, W, >w, zZoxw, |z| = |w] =1 
这 将 意味 着 g.(D) ERTH Cz, w) 上 ,与 DB 的 局 部 
ARET J 

现在 我 们 要 通过 G 的 某 些 元 素 对 P 的 边 进行 配对 。 设 4* 
是 使 PN g(P) 成 为 P 的 边 的 G 中 元 素 9g 的 集合 ，5 是 P 的 边 的 
Seo Wi, Grigg PAE S aM ysis, Hil s = 
PAJP) ， 并 且 每 条 边 都 以 这 种 方式 出 现 。 因 此 , 存在 一 
.个 满 映 射 

P: G'S 
CHA 
Dg) = P igCP) 
Sei, RKE, OAs AEP =D) i 
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PO g(P) = POACP) 
而 正如 (6) 所 表明 的 那样 ， 作 为 两 条 边 这 是 不 可 能 的 ,除非 
gah, 
D: S ~>G* 的 存在 性 表明 ， 每 条 边 都 伴随 着 G* 中 唯一 
的 一 个 元 素 g, 使 得 
8 - Pg.CP) 
于 是 
g.'(8)= Pgs (OP) s 
因 有 具有 正 长 度 而 也 是 一 条 边 。 顺 便 指 出 ， 若 s = 9.7 Cs), 
my 
9479. ' 
WE ERNE FE T SHA AI TBS s, RZ APH 
边 偶 对 应 ， 这 是 因为 
(s’)’ = g,. 1 G^) 
- 9,6) 
= $§ 
用 这 样 的 方式 便 将 P 的 边 的 集合 态 分 成 一 些 对 子 {s,s’} ;我 
们 并 不 排除 s=s 的 可 能 性 。 
下 一 个 结果 是 定理 9,2.7 的 加 强 ， 能 够 得 到 这 一 结果 是 
因 借 助 了 P 的 多 边 形 特性 。 
定理 9.3.3 ?的 边 贷 元 素 集 4 ERG, 


[证 ] ”由 定理 9.2.7 知 ， 这 只 谨 HENNEP NAP) x, 
则 属于 由 g, 生 成 的 群 即 可 。 考 虑 P 门 CP) 内 任意 一 点 ww。 首 
Ho FEAA RRAN KGA RRI) , hha 
es A BME Ty SORk= hs, FE 


299 


weha (P) (V CP) 

NCh (P) Ue Uh CP) 
TERNES FE hO 的 顶点 (zw 除外 ) ， 也 不 含 
hs (BP) 的 边 ( 含 w 的 那些 边 除外 ) ; 参看 (3) .H CD 可 
知 ,位 于 放 内 的 P 的 边界 仅 由 一 条 边 或 珊 条 从 w 点 出 发 的 边 组 
成 。 同 样 的 结论 对 每 个 其 EDU BRY, TEAME 
9.3.1 所 示 的 情况 之 一 (可 通过 重新 编排 h,…, hb 的 顺序 ) 。 


ED 
Ce? W 


E 9.3.1 


我 们 还 可 通过 适当 编 序 使 下 表 
ha(P) =P, 天 (PP) 8 (PP) 天 (PP): 忆 =AoCP) 
中 的 相 邻 两 个 多 边 形 具有 一 条 公共 边 。 由 此 推出 
P[|h; hr PD) 
是 具有 正 长 度 的 测 地 线段 ， 因 而 是 一 条 边 。 于 是 对 某 个 边 偶 
TOR A 
Aja, = hig. 
从 而 知 有 属于 由 9 生成 的 群 。 _ 口 
现在 我 们 要 来 详细 检查 用 忆 的 象 集 镶 拼 4 内 任 一 点 的 邻 
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域 的 方式 。 显 然 , 我 们 只 需 注 谷 3P 中 的 点 ,关于 这 些 点 的 情况 
在 前 面 的 证 明 中 已 作 过 完全 的 描述 。 现 在 把 这 些 结果 加 以 综 


Le 


取 定 9P 内 任意 一 点 vw， 对 于 某 个 h 有 weP 站 hk(P》。 如 定 
理 9.3.3 所 证 明 的 那样 ， 存在 h,…，h， 若 gC(w》e0P， 则 
weg ! (P) ， 从 而 对 于 某 个 了 有 各 = hs, 我 们 可 以 引入 . 某 些 
术语 。 

定义 9.3.4 i) 5 中 的 一 个 循环 0 是 了 同一 条 G- -轨道 
的 交 ; 这 个 交 必 是 一 个 有 限 集 {21s Za} » CRIK [C| 是 n。 

Gi) 车 0 是 一 个 循环 , 设 为 {21,… ,xz。} 。 则 zj 的 稳定 
BO; ARR, LACH ARBATH. BACHE X A 
诸 G; 的 公共 阶 ， 并 记 为 Ord (C) , 

Gi 设 C 是 Gi) 中 的 循环 ,P 在 zi 点 的 角 为 9;。 98 
环 C 的 角度 之 和 6 CC) 定义 为 DO tt 0,, 

下 一 个 结果 具有 基本 的 重要 性 。 

定理 9.3.5 MPEP Pucks RG, Dubk &3DU PANE 
WC, fi l 

6(C) = 2n/Ord(C) 

Lut] ” 无疑， 用 隧 集 来 证 明 是 最 有 效 和 的。 设 C = {zs 
M, Zao BOM PR RLI 5 9077 gigis) 
= zie 这 推出 97 (P2 Wz. AWA, Hz 点 的 角 为 9;。 

H, SHERR! C) 是 某 个 zj 时 z eh(P〉， 而 此 
BMAAMAMTFETS, h (gs) CIA 2. 为 不 动 点 时 成 立 。 
RG, 是 z 的 稳定 核 ， 于是， 当 且 仅 当 对 某 个 了 有 heG49: 时 
z,€h(P) 。 和 参看 图 9.3.1， 知 有 

{hos Miner, khi} =G9 UG yg, (fy = I) 
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且 恰好 只 有 在 这 些 元 素 的 映射 下 P 的 象 集 才 包 含 点 za AG, 
中 的 元 素 都 是 关于 z, 点 的 旋转 , MEC. gs PHP ICH HES CP 
在 点 zi 的 角 为 9;; 因此 有 
20% = COrd(G,) ICO, 9 * + 0,) 
= COrd(0)38(0) c 
让 我 们 再 来 仔细 考察 定理 9.3.5 的 一 些 推论 。 首 先 设 z 不 
是 G 中 任何 李 圆 元 素 的 不 动 点 ;我 们 称 包含 = 点 的 (Pip) thi 
FRC WBE. EAIEERELOrd (C) = 1 为 特征 ， 故 有 
0(0)20,v ee -0,-2m, (n= |C]) 
Zin-1, WO, =2n, z«P, Ain=2, NO, 2-0,—z (AAG 
定理 7.16.1 可 知 ， 每 个 0; 均 满足 0 委 0j 魏 fr) ， 并 且 z 是 一 条 
所 的 内 点 。 逆 命题 也 成 立 ， 因 此 若 :是 一 个 偶然 顶点 (偶然 循 
SRCrBBRgI ZO ， 则 1C| 产 3。 
其 次 , 设 z 是 G 内 一 个 椭圆 元 素 的 不 动 点 ,z 的 稳定 核 的 阶 
数 是 gq; WOrd(C)=¢q, FHA 
一 OC) =0, +e +0., =20/4 
最 有 趣 的 举例 是 |0| =1 的 情形 Cz 不 与 9P 上 任何 别 的 点 等 
tr) s 此 时 有 9 =2n/q. CI =1, g=2, Jl 
(C) = ü,- T 
容易 看 出 ， 在 这 种 博 形 下 ，z 的 稳定 核 为 {71,g}，9g*= FH, 
并 且 z 是 边 
s= PNy(P) 
的 内 点 。 顺 便 沸 出 ， 在 这 种 情形 下 ， 由 于 9 = 9-: 面 有 
sl =g '(s)=s 
Rz, Gs=s', WADA. & ER, 并且 其 不 动 点 在 
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s 上 【考虑 g, 在 包含 s 的 测 地 线 上 的 作用 ,并 注意 到 P Ng,(P) 
=) 。 

由 于 G 的 椭圆 不 动 点 需 特 别 加 议 注 意 ， 因 而 把 所 有 Pe 
同 不 动 点 均 视 为 硕 点 常常 会 带 来 方便 。 与 充 前 定义 不 辐 的 只 
是 涉及 到 了 二 有 阶 椭 圆 不 动 点 。 -我 们 所 采用 的 是 惯用 的 定义 ， 
这 方面 的 问题 通过 说 明 二 阶 籽 贺 不 动 点 是 否 作为 P 的 顶点 就 
可 完全 解决 ， 或 者 (与 之 等 价 地 ) 通过 说 明 是 否 规定 s 关 8 而 
得 到 人 解决。 一 个 平 几 的 例子 将 浴 清 这 一 后 。 

例 9.3.6 gD = -z，G= {1/,g}。 可 取 P 为 4 的 上 
半 部 分 ， 并 且 按 照 两 各 习惯 或 者 

CD PP 只 有 一 条 边 ， 即 (~1,1) ， 没 有 顶点 ; RH 
(2) Pd WR 边 ， 即 《一 1,0;，(0,1), 并 且 有 一 个 顶点 ， 
BUCO). [i 

现存 来 讨论 P 在 { jzl = 1} 上 的 欧 氏 边界 ;用 表示 这 一 
集合 。 斩 可 以 有 不 可 数 个 分 变 ; 但 只 有 可 数 个 分 支 具 有 正 ( 欧 
氏 》 长 度 ， 我们 称 这 些 分 支 为 的 自由 边 ,它们 是 { |z| =1) 
X5 3E SR f PLC FTT, 

Wi [938 1H, E we E, MAEPA Tw, SFP fE 
意 一 点 z, 线 段 (2,2.) BAFPR FABRA Cz, w) 
人 已 .对 所 有 充分 接近 于 z 的 点 有 同样 的 结论 , AP md 
推出 Cz, woCcP, 

E ffg hw RBBB Pw ee —- SDB m3 
例如 ， 可 以 有 无 限 多 条 过 凝聚 于 包 点 ， 但 孝 又 都 不 含 该 点 。 
对 这 种 情况 我 们 不 能 作 更 多 的 介绍 ， 我 们 只 限于 讨论 两 条 边 

ENIT Eh Ao RaW EESE) I8— ^ 18 
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有 项 点， 如 果 v 是 P 的 两 条 边 的 端点 ， 称 v 为 非 固有 项 点， 如 
果 v 是 P 的 一 条 边 和 一 条 自由 边 的 交点 。 通 称 这 两 种 情 况 下 
的 ?为 P 的 一 个 无 穷 远 顶点 。 


. > o o o 


这 些 顶 点 如 图 9.3.2 所 未 。 


P 
«n A h(P) 


V 
图 9,3,2 


WE pe Az, 2A i LAG (2) (E. Ju 
zie 常 点 ,那么 z 的 循环 必定 是 有 限 集 ( 否 则 就 有 无 限 多 个 P 的 
象 集 同 z 的 任何 邻 域 相交 , 而 由 (7) 知 , z 应 是 一 个 极限 点 ) 。 这 
个 z 点 也 必定 是 在 无 穷 远 处 的 固有 或 非 固有 顶点 。 定 X. 9.3.4 
显然 可 以 推广 到 这 种 情况 ， 并 且 若 C 是 z 的 循环 ， 则 有 

Ord(C) 21, 8,*--0,—m 
这 是 定理 9.3.5 的 翻版 ， 相 当 于 当 z 是 自由 边 的 内 点 且 ICI = 
1, 0, = 工时 的 结论 。 另 一 方面 ， 注 意 到 0 只 能 取 0 或 z/2， 
REE ICI =2， 则 必 有 0 = 0, = xn/2。 于 是 ，z 是 P 的 一 条 自 
由 边 和 某 个 g (P) 的 一 条 自由 边 的 公共 端点 。 下 一 节 我 们 将 
再 来 讨论 这 种 情形 。 
只 有 一 种 另外 的 情况 可 以 作出 有 益 的 讨 论 。 
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定理 9. 3.8 着 ?征召 上 的 一 点 并 且 是 SET PUE 


© 9 a c9 9» > è t9 3: č è è > >% >» 
e e è 5 è ç 2^2 $9 è — *9 ẹ a č © $* o 9 * $9 o č >œ 
s 9 a >» è > è è è è» 5 2 $9 ç + * * »JÁdp,v * č e * č o 


>. * $9 č e č è >» č è a č è č a a c5 


GET Hes fa Tol = =1，? 不 可 能 是 G 中 顶 圆 元 素 的 不 
动 点 。 若 ?是 G 中 双 曲 元 素 j 的 不 动 点 ， 则 设 4 是 1 的 轴 ， 并 任 
作 一 射线 Cz,v) 包含 于 已 。 在 【z,>) EWz.fifüz.—v. F 
是 ， 存 在 4 上 的 点 cs 使 得 

p(z,,08,) 一 0 
对 每 个 mw， 均 存 在 ji 的 某 个 圭 设 为 ls， 使 得 h,(a,) 位 于 4 的 
—PEER E. Abb, Ah.) 属于 4 的 一 个 紧 子 集 Ks 由 
于 h, 是 互 不 相同 的 ， 这 就 同 P 局 部 有 限 的 事实 相 蔬 盾 。 我 们 推 
出 » 不 可 能 是 双 曲 元 素 的 不 动 点 ， 因 此 以 2 为 不 动 点 的 元 素 必 
EMIX. 

显然 ， 由 2 确定 的 上 的 点 的 循环 只 包含 抛物 不 动 点 。 如 
果 这 个 循环 是 无 限 集 ， 设 为 2, Vis Vasten 则 存在 互 不 相同 的 
元 素 g. 使 g,(v) = vw,。 车 是 基于 bv 点 的 任 一 极限 圆 域 ， 则 
g. GO) 是 基于 v, 点 的 极限 回 域 , 且 必 与 钙 集 P 相 交 ( 因 为 eB)。 
这 就 推出 P 同 KK 的 无 限 多 个 象 集 相 交 , 而 同 HE 论 9.2.9 ABE; 
于 是 ， 由 2 确定 (或 由 任何 抛物 不 动 点 确定 ) 的 循环 是 有 限 
集 。 

最 后 ， 还 需 证 明 v 是 P 的 固有 顶 点 ; 而 zw 的 循环 中 的 所 
有 点 也 必定 如 此 (证 明 方 法 相同 〉》。 

选取 点 2 的 任 一 极限 圆 域 不 。 由 推论 9 .2.9 可 知 ， PRY 
KK 的 有 限 个 象 集 相 交 ， 设 这 些 象 集 是 

Kgi(K) se) gl(K) 
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且 分 别 是 基于 ww > ，…，2 的 极限 圆 域 (2i=95(2))。 若 wy 后 了 
则 P 同 v2; 的 某 个 欧 氏 邻 域 不 相交 ， 因 而 PNg; (K) 是 4 的 一 
个 紧 子 集 。 BLECEM SEMUNK , 改 不 妨 设 对 于 每 个 记 Rosh 
FPK) o RMR (svi o). 

不 和 失 一 般 和 性 ， 设 G 作 用 在 b, v=, JPH f BER 
H p: zizt 1 生成。 当然 ， 这 时 的 玉 具 有 形式 { x + iy: 
yk); MUk1. E 

a=inf {Re(z3:zeP ) ,b=sup ( ReCz2:zeP) 
则 es 委 2 委 ca+1I( 否 则 2 一 4>>1， 而 由 凸 性 ， 忆 包含 一 个 宽大 于 
1 的 三 角形 ， 从 而 P 站 7 CP) 0) 。 因 当 上 且 仅 当 MK) 为 
KREN (KYM K S h CP) 相交 ， 而 此 事 当 且 仅 当 对 TET 
JIRA 

hoi -g,p* (go I) 

BT AES, WORT HE Hooft FRCP) Bx Lhit) = oe 
正如 上 述 ，h(P 》 位 于 宽度 为 1 的 一 个 紧 真 带 域内 ， 
因此 至 多 存在 ”的 三 个 相 邻 的 值 使 已 -9 7t (P) (A) 
与 P 相 交 。 于 是 ， 只 有 P 的 有 限 多 个 象 集 则 PT KH. KE 
mox Li P MARR, 因此 在 < 点 处 的 一 个 充分 
小 的 极限 园 内 ， 忆 的 边界 仅 由 两 条 竖 直 测 地 线 组 成 。 LJ 

DE: 最 后 我 们 对 G ng mpg us PR AE 解 。 
设 g 是 G 内 任 一 抛物 元 素 ， 假 定 其 不 动 点 为 2。 推 论 9.2.9 表 明 
WGP, Khoo) RFE, BYR Wy SE ET OS 
8978 -的 不 动 点 。 由 定理 9.3.8 知 ， 存 在 己 的 两 条 边 以 天 (v) 
为 端点 。 我 们 断定 ,G 的 每 个 撼 物 元 素 均 共 辑 于 某 个 以 P 的 固 
有 项 点 为 不 动 点 的 抛物 元 素 : 从 这 个 意义 上 来 说 ， 尖 本 多 边 
形 忆 包含 着 抛物 元 素 的 所 有 共 斩 子 类 的 种 种 表示 。 对 于 燃 圆 元 


306 


Hwee. EEFI, ERE AAI, 


习题 9.3 
1, i 
D= {zeA: p(z,0)<r } 
Ai, ot, A, AE DES PAPAL FAS IP TY 8S, Sen 
(D) D-A U-- UA. 
(D — 0cA Qi A, 
WIE E, EERO; (O, = 0n+1》 可 使 得 
Aj = (zeDi:0;«argz«0j.) 

2. Bist, sat, srs Ed lal =1) LRA T Mo 
为 了 方便 ， 设 每 个 sy 在 原点 所 对 的 角 均 小 于 rr。 再 设 亏 ;是 与 Sy 有 相同 
WEBS DURER, TEIS- LEAP EVA SAM AS (边界 
AL; Usi) 的 并 。 

igi, go i AIC SRY, ELE 

9 LEL; 9,(HD 7 H., 


j? 
定义 
G-(giigiim D-[)H; 
1A UE AA 
(i) 每 个 9 ;都 是 双 曲 元 素 
GD #gG, gI, Wei DOpd=¢. 
现在 假 届 存在 正 数 4， 使 得 对 所 有 的 j 有 
{ 2H po L0 «8 )cnp 


ik E 
( zedi p(z» D) Có) C ug C» 
fe 
及 —X 
UgCp2-4 
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〈 故 九 是 GC 的 凸 基本 域 ) 。 再 证 明 万 局 部 有 限 。 

3. (RATA ME, BDE—-PPuchsHMOERAS HIE, mp 
的 欧 氏 闭 包 在 { 1zi 9 1) 上 有 不 可 数 个 分 支 (用 类 似 于 构 址 Cantonr 
WWE SD) 。 

4。 用 题 2 的 记号 ， 设 s: 和 s_1 分 别 由 |argz 一 X1 和 XT/4 和 |arg zz| 
Zn/ eee MAIS, SRR S REE RT, WF 
明 G 的 凸 基 本 多 边 形 的 非 固 有 顶点 可 以 是 G 的 一 个 极限 点 。 


§ 9.4 Dirichlet 多 边 形 


本 节 描 述 凸 基本 多 边 形 的 一 种 特殊 构成 ， 这 也 就 建立 了 
任何 Fwuchs 群 的 这 类 多 边 形 的 存在 性 。 设 G 是 作用 在 4 上 的 
Fuchs 群 ,ww 是 4 内 的 任意 一 点 但 不 是 G 的 任何 椭圆 元 素 的 不 
动 点 。 对 于 G 中 每 个 元 素 g G EX 

L,(w) = {zeA; p(z,w) = p(z,gw) } 
H, (w) = { zeAsp(z,uwu) «p(z,gw)) 
= { zeA: plz, w) «p(g^!z,w)) 
顺便 指 H, L,(w) 是 一 条 测 地 线 Kaw), Hw) 是 
HL, (w) 界 成 的 包含 wv 的 半 平 面 , 事实 上 ，Ls(w) 是 
H,(w) 与 H,_,(9w) 的 公共 边界 (参看 图 9.4.1) 。 

定义 9.4.1 定义 G 的 以 加 为 中 心 的 Dirichlet 多 边 形 

Dew) X 。 。 
Dw) = Nq H, (w) 

有 时 称 D (w) 为 G 的 Poincare 多 边 形 ( 或 正规 多 边 形 )。 

Dirichlet 在 1850 年 把 这 种 构造 应 用 于 欧 氏 空间 ， 后 来 Pain- 
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. 图 9.4.1 
careE 把 它 应 用 到 了 双 曲 空间 。 

考虑 到 瓦 ,的 两 种 表示 ，D(o) BEAT 说 成 是 与 w 较 近 而 
与 wu 的 其 它 象 点 较 远 的 点 z 的 集合 ,也 可 以 说 成 是 具有 如 下 性 
质 的 点 z 的 集合 ， 即 在 所 有 的 象 点 中 它 是 最 接近 于 ww 的 点 。 注 
意 到 zeHs Qo) H BL 4X 4e H,uGD ， 因 此 有 一 个 对 称 


的 表示 式 ， 即 
zeD(w) 当 且 仅 当 weD(z) 
车 8 是 双 曲 平面 的 一 个 等 距 上 映射 , 则 
hCH,(w)) = Ha, (hw) 
因而 (用 Do (w) 表示 D (w)) 有 | 
h(Dg (w)) = Drar: (hw) 
a BR, aca, Wu 
h(D(w)) = D(hw) 
定理 9.4.2 Dirichlet 多 边 形 D(w) BOM MEA LW 
形 。 
[证 ] ASEH, (w) HÈ A E wA hR 
Dow) 是 非 空 上 四 集 。 
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TU PF AO Th) Mite WEA 一 个 最 要 紧 的 事实 ， 只 有 有 限 多 条 
LiGw) 能 与 4 的 任 一 给 定 紧 集 相 交 ， 而 这 又 是 如 下 事实 的 
Eikit, MEG = {go go e}, Mnr + ott, A 


plw, Lg (WwW)) = jp Gb, gaw) — + œ 


(£D Go) fif B] eL ETEXEHUE Ae, TELA WP oco ff 
RAKERA BK CH, (w), HEEL, (w); 
并 且 后 一 种 情况 只 对 有 限 个 元 素 9 可 能 发 生 。 当 然 ， 若 
z€D (w) ,第 二 种 可 能 性 也 就 决 不 会 出 现 , 从 而 有 KCD(w); 
MEW Dw) 是 开 集 。 进 而 可 知 Dio) 的 边界 包含 于 
Lw) 的 并 集 之 中 ， 因 此 

h-area(dD(w)) =0 

Ju, KEREN PR 

Dw CFC D (w) 
在 每 条 轨道 G(z〉 中 只 选取 一 个 点 z" 使 得 对 G 中 所 有 的 元 3 
gii 

PCW, Z) KPW, gz) 
CAEN TH, Awp) 的 聚 点 。 所 选取 的 点 
的 集合 有 显然 EI DOS) ， 因 为 当 ztD(w) 时 ,我 们 除了 取 
2 “= z 之 外 别 无 其 它 选 择 。 

为 了 证 明 FC Dow), KA 在 F 中 任 取 一 点 z 并 考 虚线 
BE Cw,z》。 因 weD(w) , ki A Liw) Bav A. X 
L,Qu) 与 线段 (w,z) 相交 ， 则 

P(Z,wW) > p(z,gw) = plg !z,w) 
而 这 与 zez 的 事实 相 了 矛盾 。 因 此 没有 厂 r(w) 与 (wyz) 
相交 ， 故 Qw.z)CD(Qw) 。 这 推出 zcD(w)， 从 而 有 
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PCD(w) o 
我 们 已 经 证 明了 D (w) 是 G 的 一 个 凸 基本 域 ， 还 要 证 明 
Dw) 是 局 部 有 限 的 。 设 不 是 以 ww 为 中 心 以 7 为 半径 的 紧 贺 
Bk, Bgg Do) 与 及 相交 ; 于 是 存在 D(w) 中 某 点 
2 福 足 (9z,20)< 妇 rr。 因 zeD(2) ， 故 有 
PCW, GW) p(w,gz) + Plgz,gw) 
<r +PZ, w) 
«T plgz,w) 
<2r 
而 这 仪 仅 对 有 限 个 元 素 4 才 可 能 成 立 。 CJ 
MEME LEM do 


rr  ， 
D (w)/G 
《就 拓扑 而 吉 》 就 与 w 的 选取 无 关 ， 这 种 例外 情况 将 在 9.6 节 
中 加 以 讨论 。 
关于 这 种 特殊 的 基本 多 边 形 D(w) 的 边界 结构 , 我 们 能 
够 说 得 稍 许多 一 些 。 比 如 ， 我 们 有 如 下 初等 而 重要 的 结果 。 
定理 9.4.3 若 { Z,5°,2, } IE Dirichlet & iE D(w) 
HDR EASE AAR 则 
p, w) = PCZ, W) = s.. = p(z,,w) 
[证 ] 考虑 在 D(w) BS 3) 7 Ell Bzh) 的 两 
AZF h Cw,z cD) 而 有 
Chw, z) = h(w,z,) 
C hCGD(w)) 
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=Dthw) 
这 推出 zs 与 w 和 hw 两 点 的 距离 相等 ， 于 是 有 
P(W,2,) = p(hw,2,) 
= p(w,h'z,) 
= p(w,zZ;) 口 
D(w) 的 每 条 边 具有 形式 P 
s= Diw) Ng CDD (wy) 
= D w) ND (gw) 
而 由 我 们 前 面 的 描 述 ku, Be FL, w) 。 因 此 ， 
D (w) 的 边 都 是 平分 线 Lo(w) 上 的 线段 。 由 似 的 理由 推出 ， 
顶点 是 DCw》 的 边界 点 由 有 两 条 或 两 条 以 上 的 L,(w》 在 
该 点 相交 。 
通过 讨论 一 个 特殊 的 例子 ,我们 来 图 解 这 样 的 一 些 思想 。 
9.4.4 设 G 是 作用 在 互 : 上 的 横 群 。 我 们 要 证 明 如 图 
9.4.2 所 示 的 开 多 边 形 P 是 以 iv 为 中 心 的 Dirichlet 多 边 形 , 
2 之 1 是 任意 的 一 个 实数 。 命 w=iv,21, 并且 为 了 简便 起 见 
WOw ig DD, BUA SL, MA,. 
首先 ， 等 距 上 映射 
fi)2z41, gi =~ 4. 
BG, FA (如 读者 所 容易 验证 的 )P 的 三 条 测 地 边 是 Ls， 
L; 3 .L,. 这 表明 万 一 已 。 ， 
车 DP, 则 D 的 某 条 边 与 P 相 交 ; 因此 存在 了 中 某 点 z 满 
中 hl(z)eh(D) 门 P。 这 就 推出 z 与 h(z) 属 于 P， 我 们 的 目的 是 
要 证 明 这 种 情况 不 可 能 发 生 。 假 定 
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x» - 17/2 x= 102 


^ , ^ 

M 4 7 ‘ 

E H M 

H V ‘ 
a i An 

一 上 1 

B 3.42 
hez) = 285, (^ P) ESL, Z) 
cztd c d 


由 |z| 1, |ReCz3| < 之 1/2 而 有 
lez +d|* = c? |z| ? - 2Retz2ed + d? 

>c? 4 d? — Jed] 

-(Cle| — Jd] )? + led] 
这 个 下 界 是 整数 ; BRIAN, HAMYc=d=0N TRS 
但 ad -8c=1， 故 不 可 能 为 零 。 这 就 推出 ijcz+dl>>1 GE 
E: 这 是 严格 不 等 式 ) ， 从 而 
Imtzj 


ImcA^z3- lez 4 dl? «Imtz3 l 
HEX PHz, REZAR, AER, IRS As 
因此 D=P。 . C] 
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ADE MRS, AA. SHA. Sn 
以 把 看 成 具有 三 条 边 ， 即 B 
=(6,0),  s,9(-6,0), s,-C—- 6, 6) 
ROBE G = s,，g (ss) = st。 我们 也 可 以 采取 不 同 的 约 定 
即 考虑 二 阶 棋 圆 元 素 的 不 动 点 : 如 果 采 取 这 种 约定 ，s: 就 
要 代 之 以 两 条 边 
s,=C-¢, i), ss= (1,62 
Hfígéso-s, g(s) =s MEZZI *4 fe DR — A 
EPA G 的 基本 多 边 形 ， 故 由 图 9.4.3 所 示 的 多 边 形 P: 
(只 是 将 P 的 一 条 竖 直 带 用 它 在 了 作用 下 的 象 代替 ) 也 是 基本 多 
边 形 。 顺 便 指 出 ， 在 这 种 情形 下 ， 忆 (按照 我 们 的 约定 ) 有 五 
ARAKI (但 决 不 会 是 四 条 边 ) ; 在 六 条 边 的 情形 下 ， 这 些 
ES 
-(-50,9),  s-f(s)-(1-w,c) 
s,=C- w,iJ , $,=9(8,) = Ci, wJ 
s,-(w,6)  , Sa = fg(ss) = LE,1— wi 
P, 的 顶点 的 往 环 是 集合 
fæ}, {i} ,{6}, {-w,w,1-w} 
注意 到 最 后 一 个 循环 是 偶然 循环 ， 并 且 P, 在 顶点 w 处 的 角度 
An (不 管 是 否 采 用 以 二 阶 椭圆 元 的 不 动 点 作为 顶点 的 约定 ) 。 
回 到 一 般 的 情况 ， 我 们 猜测 D(w) 的 基 些 性 质 将 依赖 
于 的 选取 ， 对 此 必 存 在 w 的 某 种 最 优选 择 。 本 节 的 最 后 一 个 
结果 将 描述 一 些 这 样 的 最 优选 择 。 
定理 9.4.5 #G 是 Fuchs FE, D (w) 是 以 w 为 中 心 的 
Dirichlet Zs ian, 则 对 w 的 几乎 一 切 的 选择 均 有 
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x=x,+l 


图 9.4.3 


(1) oco LA ERA RISE RS 


7 > © è> o o > è č è č aà €$ c 
à 8 8 ù a >» o © © 8 e @ 


ix 
每 个 固有 顶点 的 循环 长 度 为 1, 并 且 是 抛物 不 动 点 ， 


ee 


(o fai FRIED, FAATA. 

[证 ] ”每 一 部 分 的 证 明 遵 从 同一 模式 ， 车 条 件 OO 
不 成 立 ， 则 忆 必 属于 某 个 面积 为 零 的 例外 集 吾 :。 如 Ru TR 
于 面积 为 零 的 集合 UH:， 闭 么 所 有 五 个 条 件 均 满 E. RME 
D (ww) 为 D。 

条 件 COD ABR. RE ESATA MAA 动 点 
等 距 的 测 地 线 的 并 集 。 显 然 , 召 ; 的 面积 为 零 。 若 风 ?是 同 — 78 
RPM + A RoR, , 则 po(xw) =p22) 《定理 
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IN 
A 
bd 


9.4.3) ， 因 而 好 6 五 1。 
余下 部 分 的 证 明 需 要 用 到 如 下 的 简单 引 理 。 
引 理 9.4.6 ERC) 是 > 的 任何 一 个 非常 数 的 有 理 国 数 ， 
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E= {z:R(z) 是 实数 } 

"CUED 在 扩充 平面 上 除 有 限 集 { z1,…, za } 之 外 的 每 
一 点 处 ， 函 数 B 是 满足 某 个 Lipschitz 条 件 的 局 部 同上 胚 。 Al 
此 ， 每 一 点 z〈 兰 zi) 均 有 一 个 信 域 六 使 得 B8n mv 的 面积 为 零 ， 
ii 2I Bek N SS TNA ,5 的 平面 。 CJ 

回 到 定理 9.4.5 的 证 明 。 对 于 G 中 互 不 相同 且 均 不 为 I 的 
三 个 元 素 f，g，R， 定 义 

ros gee 
(为 了 简便 起 见 ， 我 们 就 不 去 明显 提 及 妨 对 fj，9，84 的 依 叉 
了 ) ,顺便 指出 ，E 可 以 是 常数 《比如 当 ，g，# 都 以 0 和 ~ 为 
不 动 点 时) 。 命 
E,=U{2:R(z) 是 实数 } 

这 是 就 所 有 使 RR 不 为 常数 的 三 元 素 组 Cf, g, D 作 的 并 。 
由 3 引 理 9.4.,6 知 ， 召 ;的 面积 为 零 ; 而 我 们 将 要 证 明 ， 著 条 件 
(2) 不 成 立 ， 则 weB ,。 

设 条 件 OD 不 成 立 ， 即 在 9D 上 的 某 个 偶然 循 环 中 有 四 
SAAN Ru, [ug uh oo 定理 9.4.3 意 味 着 

pw, u) = pfw, u) —p(gw,u) = p(hw,u) 
BIS RWS w, fw, gw, hw 位 于 以 名 为 中 心 的 一 个 双 
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曲 圆 局 上 。 因 而 它们 的 交 比 有 R(w) AES Be, wE, BR AE 
EB 是 常数 。 

我 们 来 证 明 B 不 可 能 是 常数 ,如 果 E 是 常数 入， 那么 可 通 
I fe eg. fof hug "hn SD Ff MARS, 
e. 再 让 z 趋 于 g 的 不 动 点 2?， 则 BR 的 分 子 趋 于 零 , AED BB 
必须 趋 于 零 ， 即 f 或 # 也 以 ?为 不 动 总 。 设 g 和 ff 有 一 个 公共 不 
动 点 (同样 的 论证 对 也 有 效 )。 由 g 和 了 民 于 Fuchs 群 G, 知 
(go f> 是 由 某 个 元 素 P 生 成 的 循环 群 。 显 然 ,，P 是 根据 关于 
(9; 了 的 任 条 一 点 的 轨道 到 底 是 在 超 贺 上 、 还 是 在 极限 圆 上 
或 双 曲 圆 上 而 分 别 为 双 曲 、 抛 物 或 椭圆 元 素 的 “这 些 可 能 性 
是 互相 排斥 的 ) 。 而 由 假设 ，P 是 椭 贺 元 素 ， 并 且 以 过 ww,gw 
fw 三 点 的 唯一 的 双 曲 圆 的 中 心 为 不 动 点 。 这 就 推出 fu = gu = 
2 此 结论 与 4 属于 一 个 偶然 循环 相 子 盾 。 这 就 证 明了 (2) 。 

对 (3)》，(4) 和 (5) 可 进行 类 似 的 论证 。 先 设 ” ED 
的 固有 顶点 ， 则 存在 以 2 为 端点 的 两 条 边 

=DNgB),  s,=DNACD) 
因 s, 是 平分 线段 Cw, gw) 的 测 地 线 〈s: 类 似 》， 从 7.28 i 
dE vw, gw, pz 位 于 以 2 为 基点 的 极限 圆 上 。 
Ri(z)-(v,z2,9z,hz) 
(e— gz) tz- hz) 


(v-z)(ga—- hz) 
因 极 限 圆 是 欧 氏 圆周 ， 故 有 (2) IE SE Be, HEM ARM 
常数 则 吧 属 于 一 个 相应 的 面积 为 零 的 例外 集 。 我 们 须 证 明 当 
,是 常数 时 (3) ，(4) ，(5) 也 成 立 。 
设 已 ;是 常数 2， 如 前 所 证 有 2 关 0，c。 命 z 趋 于 > 知 9 或 
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4 以 ?为 不 动 点 由 对 称 性 知 , 可 gv = v, FR, 由 定理 9.3.8 推 
出 ，9 是 抛物 元 素 ， 这 意味 着 站 的 边 9-: (0 也 以 2 为 端点 ， 
轩 而 就 是 s,。 这 意味 着 =g-! 且 v 是 长 度 为 1 的 循环 中 的 抛物 
不 动 点 ， 从 而 推出 C4) 和 CS) 成 立 ， 因 为 9D 上 的 每 个 
抛物 不 动 点 都 是 固有 顶点 (定理 9.3.8) 。 

最 后 ， 任 何 非 因 有 顶点 ?作为 常 点 属于 同一 个 有 限 循 环 
(v, v.) (07v) ， 且 忆 在 这 些 点 处 的 角度 为 0， on, 
09,， 革 中 每 个 9 为 0 或 Xx/2， 开 8; =T。 利 用 CD ， 知 0 不 可 
能 是 零 ， 于 是 n=2， 而 这 就 是 (3) 。 口 


习题 9.4 


1， 试 将 Dirichlet ZWE (或 更 严格 地 称 为 多 面体 〉 理论 推广 
SER PH? 上 的 SL(2,C) WARTH, 


§9.5 广义 Dirichlet 多 边 形 


设 G 是 任 一 M6bius 变 换 群 ， 它 在 扩充 复 平面 的 某 个 G- 

不 变 开 子 集 了 上 为 不 连续 群 ,假定 we 吕 且 设 % 不 是 G 中 任何 非 

平凡 元素 的 不 动 点 。 这 些 假设 条 件 保证 了 G 中 每 个 非 平凡 元 

素 g 具 有 一 个 等 距 辕 周 1,。 若 以 五 ,表示 1 的 外 部 ， 则 可 证 明 
FaF (1 A, i 


本 质 上 是 G 的 一 个 基本 域 〈 它 不 必 连 通 ， BEM AF oy 
某 些 边界 点 ), 称 之 为 Pord 基 本 域 。 它 在 本 质 上 显然 EE 
的 而 不 是 双 曲 的 。 ` 
考虑 作用 于 4 上 的 Fuchs 群 9 ,假定 ~ 不 是 G 中 任何 非 平 
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几 元 素 的 不 动 点 〈 因 而 原点 也 如 此 ) 。 由 此 可 构造 出 Fa 和 
以 0 为 中 心 的 Diricjet 多 边 形 Do(0) ， 且 将 会 看 到 
Al Fe= Da(0) (9.5.1) 

值得 注意 的 是 ， 这 个 等 式 把 一 个 本 质 上 是 欧 氏 的 并 且 不 是 共 
略 不 变 的 集合 同 另 一 个 本 质 上 具有 双 曲 特征 并 且 是 共 轿 不 变 
的 集合 等 同 起 来 。 这 一 事实 可 以 用 扩充 复 平 面 的 反 演 几何 学 
来 解释， 按照 这 种 几何 学 ， 两 个 显然 不 同 的 结构 可 以 表现 为 
我 们 即将 描述 的 同一 个 结构 的 两 种 不 同 的 情况 。 

设 忆 是 双 曲 平面 的 任意 一 种 模型 〈 取 4 或 召 2?) ， 它 是 YU 
充 复 平面 的 一 个 开 圆 盘 。 设 9P 是 无 穷 远 圆周 。 在 扩充 复 平 
面 中 取 定 任何 一 点 $6。P 的 任何 一 个 上 共 形 等 距 映 射 g 可 天 示 成 

g= F820, 
Hope; P 一 了 表示 关于 测 地 线 工 ;的 反射 。 将 每 条 ; 扩 充 为 
一 个 圆周 且 使 贺 周 工 ,包含 56 点。 只 要 g 不 以 6 为 不 动 点 《这 
可 作为 假设 条 件 ) , 0,, 02, Li, LIBE HE, A Je DR 
种 特殊 的 选取 分 别 表 示 为 
9,0, Sb, L; 

HEXA, $eL,', AMSEL, Bio Flos’ (从 而 
9) 均 以 5 为 不 动 点 。 于 是 存在 唯一 的 双 曲 半 平 面 H DAL S20 
边界 并 包含 点 。 设 天 ,是 以 工 ,为 边界 的 另 一 个 半 平 面 : 参看 
图 9.5.1， 这 是 就 一 个 抛物 元 素 g 所 作 的 图 解 。 . 

定义 9.5.1 设 G 是 作用 在 P 上 的 Fuchs 群 ， 假 定 s (扩充 
复 平面 中 的 点 ) 不 是 G 的 任何 非 平凡 元 素 的 不 动 点 。 则 称 

He) = ， N H, 


为 以 5 为 中 心 的 广义 Diricplet 多 边 形 。 
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FA 9,5,1 


车 以 ?表示 关于 9P 的 有 反对， 则 当 且 仪 当 Ly* 包含 点 7 E) 
时 它 包 含 6 点 《因为 Ls* 与 9P 正 交 》; 因此 有 如 下 的 不 变性 
条 件 


a(S) = Hers) (9.5,2) 
特别 的 ， 若 P= 4， 则 
Halo) = 1a(0) (9.5.3) 


定理 9.5.2 在 定义 9.5.1 中 车 补充 假定 5 EG 的 一 个 党 


e 9 e © 2 oœ 


Ay MoS) 十 C 在 P 中 的 基本 域 。 


beP, 则 We) ke Dirichlet & ih JE Del) o 者 
=o, HAY TT o (5) 是 G 的 所 有 元 素 的 等 距 国 周 外 部 的 区 域 。 


a? 


IO) = Hiat OO (9.5.4) 
bk. RS SU SE RITA RR EUH iom PAIN 2 ARH? ,这 
是 为 了 便于 处 理 % 点 。 比 如 当 P = HoP, mP = AR 


320 


却 并 不 如 此 。 

[i] 考 以 c 表 示 关 于 圆周 二 的 反射 ， 则 &cp -是 关于 
ACL) 的 反射 。 这 一 事实 直接 推出 (9.5.40. 式 ， 并 且 有 助 于 
简化 余下 部 分 的 证 明 。 

” ”在 scP 的 情形 中 ， 可 应 用 (9.5.4) 式 而 假定 P=4， 
$ = 0。 因 而 0ecLs* 且 对 于 Ls 上 的 点 z 有 
pG,g ! 00 = p(z,v,0,* 0) 
= p(G, 2,2," 0) 
= p(z,0) 
FÈL: GRR g -10] 的 双 曲 平分 线 重 合 ， 因 此 Te COO E 
Jé TH P [fj Divrichlet & JE , 

Gao, WL, ERK RAR T 26g el, Eg E EC AB 
变换 ， 因 此 工 必 是 g 的 we Ha d. dio eH. AUI) 是 
位 于 所 有 等 距 圆 周 外 部 的 区 域 。 

剩 下 的 问题 是 证 明证 (6〉 是 G 在 P 内 的 基本 域 。 当 seP 
时 这 是 正确 的 ， 因 为 我 们 已 证 明 这 时 的 To (5》 是 Dirichlet 
多 边 形 。 而 由 于 (9.5.2) 式 ， 当 56 香 PU9P 时 结论 也 成 立 。 

余下 的 情况 是 6c9P。 这 时 可 应 用 (9.5.4) 式 并 假设 
P-2H?*, C=, HL 

g '=9,0, 
=0 (0i O0}; ) 
括号 内 的 表达 式 是 关于 ov” (L,) 的 反射 。 因 此 , ho (oe 
的 唯一 人 性， 有 
L,U =05 (Ly) 
= g(L,) 
这 意味 着 AG (A, Ag (Ke) . HE 


g ' (E) = 0404" (5) 


-0,(6) 
属于 K;,， 推 出 6cg(Ks》， 因此 有 
gHp =K; ` 


故而 
g (Is (C) Vie (5) =¢ 
TA, KEKEN.) ERICH MAR TF AY E 
BB 
ARR AP HER — Hc, AORGH—P ri. Hy Be 
Mie FE ASE Ta, ae FEZ A S8 nuu TE 
TERE ro! 使 得 对 GQG 中 所 有 的 元 素 g 满 足 
Imcz'32Imrgz3 
由 9 在 天 ,中 的 点 上 的 作用 使 虚 部 增加 而 知 z 位 于 每 个 圆周 
工 * 上 或 其 外 部 。 随 之 而 推出 射线 Cz’) 位 于 每 条 Lofty 外 
BB, PORTIS) 。 因 此 EARS File O 的 闭 包 
中 的 某 个 点 。 L] 
注 : 关于 LIe(c) 是 基 本 域 的 证 明 也 可 以 用 欧 氏 术语 包 
括 导 数 运算 来 写 ; 比如 
Hy = (2: |g? (z)| <a} 
不 过 ， 采 用 上 面 给 出 的 固有 的 方法 似乎 更 好 一 些 。 
An, REAP = 4，6 = 0， 则 可 从 (9.5.3) 和 定理 
9.5.2 推 出 
Da(0) = Igo) 
. =AN Fa 
这 就 是 (9.5.1) 。 
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习题 9.5 

1. 采用 本 书 的 记号 ， 以 0 表示 关于 Ls gL: 的 反射 。 

试 证 明 
L'-o2L'. g!-0;0, 

2. WER: RRL, 与; 相交、 平行 或 不 相交 ，g 分 别 为 椭圆、 
抛物 或 双 曲 元 素 。 并 证 明 

(D 车 g 为 椭圆 元 素 ， 则 其 必 以 工 , 和 荆 ; 的 公共 点 为 不 动 点 i 

GD ” 若 g 汶 抛物 元 素 ， 则 其 必 以 I 和 元 ;的 公共 切 点 为 不 动 


Fas 
Gib 若 9 为 双 曲 元 素 ， 则 它 的 两 个 不 动 点 是 RTL, LYM 
Ly ERUR CHD RAR). 

3. 设 gJ& BO 7C 3E. HAV OMAHA. VA v XR g «Hg ER RESI 


的 半径 。 求证 ， Ta = ri/tn| 
4, 设 7 和 7 是 某 个 双 明 元 素 9 和 9 PO SER BE Cg ROAD ERO 
HEB]. gCD = 7 。 试 比较 在 9g* 上 映射 下 IT 和 7 的 像 以 及 g Ag "的 等 距 


n8. 
89.6 关于 陪 集 分 解 的 基本 域 
设 G 是 作用 于 4 上 的 Fuchs 群 ， 以 耳 表 示 G 的 子 群 。 构 造 
一 个 与 吾 相 关联 的 G 的 基本 域 常常 会 带 来 方便 。 为 此 ,我 们 假 
定 G 具 有 陪 集 分 解 
G-iig.H (9.6.1) 
Tx At EAS SER AL SLR NAB, EG 诸 g, (LD) BE BE 
HW: Ape DAQH-IBEROEXEZ. WA DER EEO FEA pE 
本 城 。 
假 FE DE fe AP ae fa ce, BU ge (Pd =x, 
323 


GM (DAL =¢, BTR Be Dae —A-738 应 的 集 
pD) 《〈 且 与 9 的 选取 无 关 ， 只 要 是 确定 同一 个 陪 集 )。 当 
macnt, dy (ga) !g. GAMA 

g.(E20g. (279 (9.6,2) 
另 一 个 假设 条 件 是 

Ug. O2) =A 


后 两 个 式 子 是 从 基本 域 定 义 中 想到 的 ， 不 过 此 处 是 就 G 的 陪 
集 表 示 而 不 是 就 G 所 有 元 素 成 立 的 关系 式 。 

定理 9.6.1 设 G 是 作用 在 4 上 的 Fuchs 群 ,也 是 使 G 具 有 
陪 集 分 解 式 (9.6.1) mm. BUE EH HURE 多边形, E 


e e c2 e 2 0 Tb o $9  » e.» s ç o çë a * o * s s* 


. > c] © è è a a 


oe o ù o 9 * 


(2) Ug.) = 
Mn Toe Achy ARER. 


* >e © ù è e 5 


[证 ] ”首先 ，HN2 是 开 集 并 且 是 山 的 ， 它 的 边 界 具 
有 零 面积 。 因 而 只 需要 证 明 


U gurnz»-A (9.6.3) 
LAR Sf 和 9 是 G 的 不 同 元 素 时 有 
garnz»nfarinz-e (9.6.4) 


_ ICA, Wii fb (2). 知 存在 某 个 4 使 9g! CO 属于 
E. AR AOMAR St AH-RHg. 0 的 某 个 邻 域 相 E, 
BS H nA VE 
hagi (De IT 
HRAJ Coe SLE 
bagi’ (2)€h,(E) = Ez 
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TAGhqg. (2) INS, KRBIET 9.6.3) X. 

最 后 ， 若 设 09.6.4) 不 成 立 ， 则 有 

f (IND) ng XII x» xó 
由 (9.6.1) 式 知 ， 可 将 f 和 9 表示 为 
f= nhn >» G=IJmkm hje H) 
因而 
ga (D2) Gal ED fE NE) x6 
M (9.6.2) 式 推 出 g, = Jn, BOA 

h, CIT) Qha (I) Og ELADAN) A$ 
由 五 是 五 的 基本 域 ， 推 出 ,=%。， 于 是 f =g。 C 

我 们 来 考察 三 个 例子 ; 在 这 三 个 例子 中 五 分 别 是 G 的 抛 
物 、 椭 圆 和 双 曲 循环 子 群 。 

例 9.6.2 1H — (h)， 其 中 h 是 抛物 元 素 。 通 过 考虑 共 
HEERE JH ZE H* E, Hh(z2-2-1, G-H tpt 
-ATRA SBMA. RIAL ERR AP TE EI BRA 
SEEMS A AAR AUS. WARTE ESHO.5.1 的 假 
设 条 件 (参看 9.5 节 或 C523 的 58 页 ， 后 者 更 详尽 ) ， 因而 
《例如 ) 位 于 所 有 等 距 圆 周 外 部 且 属 于 某 个 带 域 {z+ ty, 
y>0, m<r<artl 的 点 z 的 集合 就 是 @ 的 一 个 基 本 域 。 

fA9.6.3 RH=(h), Hpk CR. 不妨 设 G 作 
用 在 H? 上 ， 且 h (2) -e'"'"'z, eB PU SER JARS SP 部 
的 点 的 集合 为 ;与 之 等 价 的 ， 我 们 可 遵从 以 0 为 中 心 的 
Dirichlet 多边形 的 构造 ， 把 2 定义 为 半 平 面 

{zeA:p(z,0)<p(z,90)) 
的 交集 ，9 取 遍 所 有 满足 80 关 0 的 元 素 ， 互 的 基本 域 是 4 的 一 
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个 扇形 

H= {2:0<argz<0+22/n} 
HEMO ， 且 也 门 如 是 GC 的 基本 域 。 

例 9.6.4 EH = (00, ， 其 中 由 是 双 曲 元 素 。 此 外 ， 还 假 

定 8 是 简单 双 昌 元素 .因而 有 的 轴 4 是 万 下 的 稳定 集 。 若 9" 生 互 ， 
则 4 和 g (A4) 不 相交 ， 并 且 集 

K,-(z:p(z, A<plz,gA4)} 
是 个 半 平 面 。 显 然 ， 由 下 式 

r= N Ky 

定义 的 2 满足 定理 9.6.1 的 条 件 ， 因 而 任 取 适当 的 也 (例如 由 
正 交 于 4 的 测 地 线 工 和 9 工 围 成 的 区 域 ) 都 可 得 出 G 的 基本 
域 。 


习题 9.6 


1， 验 证 例 9.6.2，9.6.3 利 9.6.4 的 细节 。 
2. 试 证 明 例 9.6. 2 中 所 构造 的 基本 域 D 的 边界 上 的 任何 循环 必定 
位 于 以 ce 为 基点 的 某 个 极限 加 周 上 。 


§ 9.7 边 偶 变换 


设 G 是 Fuchs 群 ，P 是 G 的 凸 基 本 多 边 形 。 已 知 P 的 边 偶 
元 素 生 成 4 (定理 9.3.3) + 本 节 要 来 表征 G 中 可 以 作为 所 选 
取 的 某 个 已 的 边 偶 元 素 的 那些 本 原 元 素 。 

G 中 每 个 本 原本 圆 元 素 和 本 原 抛 物 元 素 可 使 其 个 基本 域 
CEE LAA Dirichlet POI) WRK, 这 可 从 A 
9.6.2 和 9.6.3 或 从 定理 9.4.5 和 推论 9.2.9 推 出 。 因 而 问题 在 
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CFR EG +3 FR A 522 EC ll Ro 
ER 7.1 BORED wohe EEG ROA HU UI JS, 4 是 9 的 


e = ù è @ è + 
e >è 9 ^» è > 


e. s > è o ù $9 è ù — * 4 $9 a o 


a HG BER (A) = jo ó, Hd 
H = {heG; À(A) = A) 
WHS A Ages 五 可 能 包含 的 其 它 元 素 只 能 是 不 动 点 在 
4 上 的 二 阶 椭 贺 元素。 如同 例 9.6.4 那 样 ， 我 们 可 构造 集 荆 使 
之 满足 定理 9.6.1 的 条 件 。 不 妨 设 G 作 用 于 H?: 上 且 g (z) = Ez; 
车 五 是 由 g 生 成 的 循环 群 ， 则 可 取 
H= {zeH?:1< |z| <k} 
EHR EAR, i hg MET Lr d RER AS. AT 
设 该 精 圆 元 素 以 iv 六 为 不 动 点 ， 且 可 取 
H = { z2€H?:1< |z| <k, Re€z]>0} 
在 这 两 种 情况 中 , g DS IZ E Box f RE, 3X 912-910 E 
A |z| 2130 |z| = cM. 
为 证 明 关 于 和 4 的 条 件 的 必要 性 ， 我 们 假定 yg 使 某 个 P 
的 两 条 边 s 和 s’ 配 成 对 。 在 5 的 相对 内 部 选取 一 点 使 其 不 是 
G 的 任何 非 平 凡 元 素 的 不 动 点 : Sip: = [w,gw] ， 则 除去 
端点 和 gw 外 v 均 包含 在 PP 中。 曲线 
r=" 
是 4 中 的 一 条 9- 不 变 简 单 曲 线 。 顺 便 指 出 ，9 的 轴 4 也 具有 这 
些 性 质 。 
EBREA) N A6, M E 在 G 内 某 个 8 使 得 测 地 线 4 
和 h(4》 相 交 或 重合 (由 定理 5,1.2 知 ;它们 不 可 能 平行 ) 。 
BAGA AE, REREH hrt ik MA, 
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比如 涪 交 于 4 内 一 点 $5。 这 推出 对 8 内 茶 个 z, 和 z; 以 及 某 个 加 和 
n， 有 
£ =g"z2,=hg"z, 
从 而 
=g *hg"z, 

(Rv LAA AT Rv Agu eG -等 价 的 ， 因 此 zi = zs: 或 2 = 92 
或 z: = 9z1。 对 所 有 这 些 情 形 , 9 hg :以 ?上 某 个 点 为 不 动 点 o 
由 于 我 们 所 构造 的 7 没有 一 点 是 G 的 任何 非 平 凡 元 RO AR b 
点 ， 因 而 /是 9 的 某 个 害 。 这 意味 着 4(4) = 4。 口 

鉴于 定义 8.1.5， 我 们 已 证 明 G 的 边 偶 元 素 只 能 是 椭圆 、 
抛物 和 简单 双 曲 元 素 。 


§ 9.8 Poincare 定理 


作用 于 4 上 的 任何 Rawcps 群 @ 具 有 凸 基本 多 边 形 忆 。G 在 
P 上 的 作用 是 镶 拼 圆 盘 4, 且 存在 一 族 边 偶 映射 9, 生 成 G。P 在 
一 个 循环 的 各 点 上 的 内 角 和 是 2 天 的 用 分 之 一 (定理 9.3.5)。 
Poincare BEDE TÈ Wat HR, Amite 供 了 一 种 构造 
FuchsBElg Hii. WA- TELEP RARR 。 
先 用 这 些 上 映射 生成 一 个 群 G， 再 引入 一 种 循环 概念 此 处 并 
不 知道 这 种 短 环 是 不 是 P 同 G- 轨 道 的 交 ) ， 并 给 每 个 循环 加 
上 一 个 适当 的 角度 条 件 。 这 样 做 目的 是 证 明 G 是 离散 群 ，P 
是 G 的 基本 域 。 

由 于 在 别 的 几何 学 及 不 同 维 数 的 空间 中 也 提出 过 这 些 思 
想 ， 因 而 有 必要 以 完全 一 般 的 形式 进行 讨论 。 先 作出 必要 的 
假设 ， 最 后 再 给 出 此 结果 的 决定 性 陈述 。 所 采用 的 论证 方法 
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aR Ad P. Bea — TEA CEJH PEDE LR 093 2 (REX * , 
然后 设法 使 之 与 多 边 形 P 在 原 空间 中 的 G- 象 同化 。 | 

先 来 构造 一 个 镍 拼 空间 。 设 了 是 任 一 非 空 集 ， 假 定 

CAD P 是 中 的 一 个 抽 银 多边形 。 
这 意味 着 P 是 际 的 非 空 子 集 ， 且 相应 有 一 个 的 非 空 子 集 族 ， 
族 中 每 个 子 集 s PAP HID. HWA MIP: 我 们 要 
求 P 与 9P 不 相交 ， 且 记 

P=P\joP 

又 假定 

(42) — 存在 P 的 一 种 边 偶 g。 
确切 地 说 ， 这 意味 着 存在 忆 的 边 的 集合 到 自身 的 对 合 〈 或 自 
返 ) kysis, BIETEN C, sO BEEX 
到 自身 的 双 射 9.， 满 足 

g,(3)=s8’ 
Al 
=(g.)7! 

—— ERDR, 构 作 笛 卡 尔 乘 积 C x P, 二 分 有 冀 

的 ;是 将 G x P 看 成 古 用 G 米 标记 的 一 族 互 不 相同 的 P 的 副本 
(Js P)= = {(g9,2): acP) 

而 将 (9,2) MAG) 范围 内 的 点 9(z) 。 现 在 把 由 和 群 G 
Br di £e hax BRAS BEI AS ERR. BAER RU 
陕 射 hg,h-! 可 以 看 成 是 #4(P》 的 边 h(s) 到 下 列 两 种 边 的 上 映 
射 

(i) RCP) 的 边 有 (893)》 5 

(ii) (hg) CP) 的 边 CH 0 o 
记 9 =hg,， 因 而 希望 将 (gos) 5 go 同化 。 这 种 同化 
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可 通过 在 G x 了 P 上 定义 关系 ~ 而 得 以 实现 ， 即 约定 当 且 仅 当 

(D g-h,r-y; 或 者 

Gi) wes,y= g(a), g=hg, 
满足 时 ， 有 

(9,23) ~ (h,y) 
这 种 关系 是 对 称 的 并 且 是 自 反 的 《但 不 必 是 传递 的 ) ， 而 县 
可 扩充 为 GX rr 上 等 价 关 系 * ， 其 定义 为 
(gox)-(h,y) 

HARARE (9;,z;) 有 | 

CJs £) = (gio mu gas di) ~ te~ Cg. ta) = (h, y) 

包含 (9,*〉 的 等 价 类 记 为 (yg,7Y)， 且 以 XX 表示 (等 价 
类 的 ) 商 空间 。 注 意 到 ， 若 
(gz) = (h,y) 


则 

g(r) =h) (9.8.1) 
而 且 

<fgsx)> = (fh,y) (9.8.2) 
附带 指出 ， 车 xeP， 则 

g=h, z=Yy (9.8.3) 
这 些 事实 对 ~ 成 立 ， 因 而 对 * 也 成 谍 。 

G 中 每 个 1 按照 规则 


f:tgs,ao (fg, 
诱导 出 一 个 映射 人 *， X* + Xs 由 (9.8.20 式 知 这 种 定义 
是 完全 确定 的 。 显 然 ， 
(foot = ft 
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且 
TNT 
FUL PR ATI RO £* B REG XB A SHOR, Bf ifs 
是 G 到 G* 的 同 态 。 事 实 上， 这 是 一 个 同 构 , 因为 若 六 =g, 
则 可 选取 P 中 的 x 并 注意 到 
(fos) = fF U.-c) 
=h", x£) 
= (h, x) 
而 由 zxeP 和 (9.8.3) 式 推 知 这 意味 着 1 Hh, 
车 定义 
‘Py={(,7) :reP} 
并 且 对 《 P) 也 作 类 似 定义 ， 即 可 发 现 G* 在 (P) 上 的 作用 就 
下 述 意义 镶 拼 成 了 *， | 


U gt (Py =X°* (9.8.4) 
r’ 
又 若 g* 半 h*， 则 
g' I» NAP) =¢ (9.8.5) 
证 明 是 平凡 的 。 


容易 说 明 这 种 镶 拼 适合 于 开头 所 提出 的 问题 .由 (9.8.1) 
式 知 ， 存 在 一 个 由 式 
a(g,z) = g(z) 
eA E AREA Gta, X-X, IFA A An FIOR. 
命题 39.8.1 Ci) dra Je WE AT, 则 
U gf P) =X 


sea 


Gi) 若是 内 射 ， 则 对 于 G 内 不 同 的 9 和 4 有 
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g(P) RCP) =¢ 
其 证 明 〈 同 (9.8,4) 和 (9.8.5) 的 证 明 一 样 ) 是 平凡 的 ， 
从 上 略 。 顺 便 提 一 下 ， 到 现在 为 止 我 们 并 未 涉及 到 拓扑 。 
现在 来 引入 拓扑 ， 我 们 作 如 下 的 明确 假设 。 
(43) XMAS d f EBS HIS 


《44) gee XSI RB: 


(45) ”P 是 连通 开 集 。 
为 了 分 析 映 射 a, 以便 应 用 命题 9.8.1， 我 们 引入 自然 映 
射 
b: Gx P+»X° 
y: Gx PX 
它们 分 别 定义 为 
Egz) = (g, 2) 
¥CGse) = gr) 


注意 到 . 
r=aß (9.8.6) 
因而 下 图 是 可 交换 的 。 
GxP —_4.__, xe 
EN P 
X . 
图 9.8.1 


赋予 G 以 离散 拓扑 ，G x P 以 乘积 拓扑 ， 入 以 商 拓扑 。 
商 映 射 8 当 然 连 续 。 其 次 ，? 也 连续 ， 因 为 葫 4 为 中 开 集 ， 
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Wl 


y UD =U Cg) x (g^! GD NP) 


而 这 是 G x P 中 的 开 集 。 最 后 , 由 7 连续 ， 知 a 也 连续 ， 这 是 因 
HHA A HL aA 是 CxPE 中 开 集 时 a-54) 才 是 
和 "中 开 集 。 . 

G 中 每 个 诱导 出 一 个 映射 1 : G x PG xP， 其 对 应 规 
则 为 


Ld 


f: (g» 7) — (fg,7) 


显然 ，f 是 G xP 到 自身 的 同 肚 ， 这 种 f 的 群 与 G6 同 构 且 有 
BF =f'B 
yf=fy 
从 而 
af'B=yf =fy (9.8.7) 
附带 指出 ， 若 4 是 X" 的 开 子 集 ， 则 
Bot)" CA) = CF) BAD 
是 G xP 中 开 集 。 由 此 推出 (f*》-! D EFE, AMIE 
续 。 因 (f*)-!= 0", maf EX AA ERES. 
代替 直观 的 角度 条 件 的 最 后 一 个 假设 条 件 是 一 个 形式 化 
的 与 维 数 无 关 的 条 件 ， 这 使 我 们 能 够 比较 容易 地 表达 证 明 的 
形式 化 细节 。 我 们 需要 一 个 能 够 保证 3P 上 每 一 点 zx 都 存在 
(局 部 ) 镶 拼 邻 域 的 条 件 。 这 个 条 件 必 须 表 达 出 这 样 一 个 事实 ， 
即 局 部 镶 拼 几何 与 等 价 关系 * 一 致 ， 并 且 没 有 什么 比 之 更 少 
却 又 适当 的 条 件 了 。 
为 了 简要 地 表达 这 一 条 件 ， 可 假定 


U,x) = {Gis ti), es Coss ta} 
ME Gir BU, OFA 

gir) = =9,(2,) TQ) a 
车 

Ni={yeP:d(y, ace) _ 
《这 是 PP 中 以 zj 为 中 心 以 为 半径 的 球 ), 则 gi CIN D dE gu CP) 
的 子 集 并 且 具 有 公共 点 z+ Cgi) ) o Ap ETER $f, 
故 有 
g; NDC {yeX:d(y, 2) <e) 
= B(x,é£) 
我 们 希望 加 上 一 个 条 件 使 得 对 所 有 充分 小 的 2:， 诸 集合 
gi (Ni) HEBEB (2,2) 。 形 式 地 ， 我 们 假设 
(P52) = { (Gist) sees (Jao Za) } 
而 且 对 所 有 充分 小 的 2 均 


注意 到 我 们 正在 寻求 的 结果 可 以 通过 称 G x P 中 经 7 可 映 
为 了 中 任 一 点 wv 的 点 的 集合 为 等 价 类 (从 而 a 是 双 射 而 得 到 
Kik. BE, (AO 表现 为 所 要 求 的 整体 结果 的 局 部 形式 。 再 
BEI (Poo) 是 (rsz) 在 f* 下 的 像 , 从 而 每 个 等 价 类 都 是 有 限 
的 。 
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W-UGAND, Va BW) 
条 件 (AG) 意味 着 7 (W) = Biz, AWE KOH. d 
名 话 说 ， 即 是 
bV = pW) = 
从 而 推出 让 是 对 "中 的 开 集 。 i 
为 了 完成 细节 的 证 明 ， 我 们 需要 如 下 的 结果 。 
命题 9.8.2 REAT OD 是 筷 " 的 一 个 拓扑 基 。 
[证 J 已 知 集 f* (V) ROTE. 设 4 是 互 * 的 开 子 5, 
HEA (fo 2) «A, WEG, 2) 表示 成 CAB) 中 的 形式 ， 即 推 出 
(Faa) = {fg £) (gzs)} 
HOER, Mk 
BOCA) = U G.A) 


其 中 每 个 41 均 是 P 中 的 开 集 。 由 (gred M FETA , 
而 知 当 有 = 了 gj 时 ze 4s， 故 对 于 这 些 h 有 4i$。 选 取 s 充分 
小 ， 使 得 (46) 成 立 并 且 当 =fgjy 时 有 NjC4，( 这 是 可 能 
fis, 因为 j 只 取 值 1,…,1, 而 这 些 4, 都 是 P 中 的 非 空 JE 集 ) 。 
显然 ， 这 意味 着 

Tav = U FINDEL (A) 


从 而 
f*(V) = f° BW) 
=BfW) 
CA 
A G.aW, AEG (MBF UD FFB (W) 而 
RES VD 。 口 
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现在 着 手 进行 一 般 情 况 的 讨论 。 首 先 ， 由 €9.8.7) R 
有 
af'(V) »af* BOY) 
=fy(W) 
= B(fz,e) 
因此 ，a 把 每 个 f*(V》 映 成 开 集 , 即 %: X° +X AAA WR Br. 
其 次 , Hoo Ma RF FV) JE RaGo =a(z)， 则 可 
选取 于 (w) 中 的 点 w 和 wv ER RG’) =u, BO’) =0, 于 
yw) =aBlu’)= afi (v) -y(v) 
故 由 (AG) 可 知 w 和 ?2 属于 同一 等 价 类 :因此 
w= Ba) =B(v’) =v 
HE Ha eT VY) SIfvav» Me, Ae Mw. 
再 次 ，X" 是 一 个 Hausdorff 空 间 。 为 了 解 这 一 M, E 
也 "内 选取 不 同 两 点 、 
Qr = {fi 7) Cf, 7.)} 
(gy) = {C91 y (gm Ym)} 
它们 是 G x P 的 不 相交 子 集 。 按 照 (46》 选 取 N ,对 应 于 《7， 
x), JEWEM Je Ty He, RATTAN, Ms, 
使 得 
U GFN) , U (93s M3) (9,8,8) 
是 G xP 中 的 不 相交 集 Efix g M Cfi ND SS(g9;, Mi) 
不 相交 ; BF = gjy 则 jx; 半 yj 且 可 要 求 N; 与 并; 互 不 相交 ) 。 由 
于 不 相交 集 (9.8.8》 中 的 每 一 个 都 是 等 价 类 的 并 ， 故 可 HE 
知 它们 的 6- 像 也 是 不 相交 的 (并 且 是 开 集 ) o 于 是 ，X* 是 
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Hausdorff Z. 
_ BOB. XM PEI, EKE APER Co, 
P) 和 它 的 6- 像 (9, P) bii. HERE Tes, WI 
(9,2) = (99.5 (Ja) E) 
从 而 
(g, P ^ (gg, P) à 
这 推出 . . 
GP) U (9g, P) 
是 连通 集 ; 因此 ， 由 每 个 g 都 是 g, 的 一 个 乘积 可 知 了 "是 连通 
的 。 下 一 个 结果 是 对 前 面 所 得 结果 的 一 个 概括 。 
命题 9.8.3 X" 是 连通 的 Hausdorff 空 间 。 FAX" 中 
HM OE AFRA, 使 得 a 在 N* 上 的 限制 是 N* 到 


+ è p * s» 


© 6+ © 9 è a č è x x 


名 在 条 研究 对 我 们 最 有 用 的 情况 。 WE (X,d ERAN h 
度量 的 双 曲 平面 (我 们 的 论证 也 适用 于 欧 氏 平面 或 球面 58)， 
P 是 一 个 双 曲 多 边 形 ( 可 能 在 无 穷 远 圆周 上 有 顶点 和 自由 边 ， 
3X SE SER ER TP XO y 而 @ 是 给 定 的 某 个 边 偶 等 距 对 应 的 集 。 我 
们 的 和 且 的 是 要 证 明 G 是 离散 群 ，P 是 G 的 基本 域 。 硕 便 指 出 ， 
(AD ~ (45) 仍 成 立 ， 且 不 需要 对 无 穷 远 贺 周 上 的 点 检验 
(46) 。 

RF (46) 容易 改写 成 更 简单 的 形式 。 苦 + 属于 P， 则 可 
选取 e 使 得 以 z 为 中 心 以 2 为 半径 的 开 闹 盘 入 包含 于 P。 对 于 信 
中 每 一 点 #， 等 价 类 (7,y) 只 包含 (1,，y〉， 因 而 对 如 此 选择 
Byz, (A00 显然 成 立 。 其 次 , 设 z 是 一 条 边 s 的 内 点 。 则 ?属于 
P 的 唯一 的 一 条 边 ， 这 直接 推出 (1 ,zx) 愉 好 包含 《1,zx) 和 

(9. 59,2) WER, WA, ERHET, REg, (VN) 
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Ug.) 是 z 的 邻 域 (这 将 陷 仿 在 假设 条 (FD), (46) 就 
也 成 立 〈 此 时 殉 是 两 个 半圆 盘 的 并 ) 。 

于 是 我 们 看 出 〈46) 可 以 单 用 2 的 顶点 加 以 改写 ， 事 实 
. 上 ， 此 时 (46) 等 价 于 


(C46)“ 对 于 P 的 每 个 顶点 z， 存 在 P 的 一 组 顶点 r), 


Ab tty a Mud 的 一 组 元 类 fo GD ; hs - , fas BR 


得 对 某 个 s， Sri AAT a ER (j=1, 23,920 
hoon JALAL iga BIr: 

我 们 还 假定 
(A7) {E (A6) 中 的 * 可 取 成 与 P 中 的 点 z 无 关 。 

有 最 后 这 个 假设 条 件 保证 了 XX 中 每 条 曲线 都 可 以 被 提升 为 
对 "中 的 鳃 线 《〈 因 为 每 一 AD AT LIP, 因而 至 少 提升 一 个 距 
Bed, Ub CX*, a) 是 政和 的 无 约束 光滑 覆盖 曲面 ,从 而 a 把 
X WRK X 因 关 为 单 连通 , 单 值 性 定理 表明 a 是 同 胚 ,于 是 从 
命题 9.8.1 即 推出 欲求 的 结果 。 我 们 已 证 明了 。 

定理 9.8.4 (Poincaré@E) HH AWS 满足 
(46) “和 《47) 的 多 边 形 P，G 是 离散 群 ，P 是 GE 的 基本 多 
注 : GX PRA PAT, M (46) EH RRL. OR 
而 此 时 (47》 却 不 必 成 立 。 . 

59.8.5 设 P 是 具有 7 条 边 的 多 边 形 ， 且 在 XX 中 的 顶 点 
zi 处 的 角度 为 r/z (j=1,2,…,7)。 对 于 每 条 边 s， 若 设 
9: 是 越过 s 的 反射 ， 且 以 gi1，…，g。 表示 这 些 喘 射 , 则 (46)” 
mr (参看 图 9.8.2)，(A7) 也 成 立 (本 质 上 是 由 于 PE 


紧 集 ) 因此 P 是 G 的 基本 域 。 
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图 9.8.2 


今后 我 们 还 需要 用 到 下 一 个 结果 ， 它 与 Poincaré 定 理 
密切 相关 。 设 P 是 4 中 的 一 个 开 双 曲 多 边 形 ,DB 是 P 的 边 偶 映射 
集 。 我 们 恒 假 定 若 z* 是 边 s 的 内 点 且 具 有 对 应 点 y =g), 
则 对 zx 和 y 的 相对 于 P 的 任何 令 域 NY, 和 NN,， 集 

Ns (9.) CN) 
AE Ay IR BUEN. Ag.) UN ,位 于 s 的 两 侧 并 紧 靠 点) a 

最 后 ， 对 每 个 g 和 每 点 4s， 定 义 

0(z) = E, 0,(z) 


Hpo) seg (P) 在 z 点 所 对 的 fh o Æ zeg(P), Woz) 
=2n， #Hzdeg(P) ， 则 b,(z) =0。 

定理 9.8.6 设 P 是 在 4 中 具有 紧 闭 包 的 双 曲 多 边 形 ,@ 是 
满足 上 述 所 给 假设 条 件 的 边 偶 映 射 集 。 如 果 这 些 边 偶 元 素 生 


. è >è > è e o è> s č è y ù 9% e è ç 4 č o č o è è ù o 4 č o 


成 的 群 6 是 离散 群 ， 则 6(z) 4€ 4 EARB WO 2 TRE GP 
h ~area(P) =kh-area(A/G@) 

LUE] ” 设 PF 是 P 的 所 有 顶点 的 记 有 像 点 的 集合 : HON 
离散 性 知 ， 在 4 中 7 了 只 含 孤 立 点 。 设 吾 是 9 己 的 所 有 像 集 的 并 ， 
由 离散 性 推 册 ，B 是 4 的 闭 子 集 并 且 显 然 有 VCB。 

4 一 B 是 开 集 ， 因 而 是 一 些 区 域 4; 的 不 相交 并 。 由 定义 
知 ， 每 个 4; 或 者 位 于 yg (P》 的 内 部， 或 者 与 y(P) 不 相交 ， 
因此 在 整个 4; 上 0 或 都 等 于 2r 或 邦 等 于 0。 这 就 推出 在 每 个 
A EOC "HC MER, nb EE 

Stik, BRB -Vp Rw., DIAR Pzls fce ZR ERE T 
存在 由 不 同 元 素 组 成 的 元 素 对 Gi g), j=l, nE 
wfr-Fg;COP) Bigs (PP) 的 公共 边 的 内 部 ， 并 且 对 所 有 基 它 
的 g， 在 内 点 邻近 ( 即 岂 的 邻 域 内 ) 9, Cz) 为 常数 (0 或 27) 。 
由 离散 性 知 、 可 取 定 这 样 一 个 邻 域 W ,使 其 对 所 有 其 它 的 9 都 
适用 。 因 每 个 表达 式 

Og; (z) +65 (2) 
在 2 邻近 都 是 常数 2r， 故 9(z) 在 邻近 也 是 常数 。 我 们 断言 
pb/2r 在 区 域 4- 了 上 连续 并 且 取 整数 值 。 因 下 只 包含 弧 立 点 ， 
故 6 在 4- 了 上 为 常数 .类似 的 论证 对 下 中 的 点 zw 也 成 立 : 只 是 
这 时 推 不 出 有 用 的 结果 。 

最 后 ， 设 & 是 离散 群 CG 的 任 一 开 基 本 多 边 形 ， 对 于 任 何 
集 4， 设 xs 是 4 的 特征 函数 。 对 4 中 几乎 一 切 的 点 z 有 


Sy 4000) (2) =1 
g 
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k= EA 


= 之 Xr cr， (2) 


Plu, (ELLA dez RAE PS BR oy ES He de 
4 上 时 就 有 l 
LCP) = [eco (2x (@) (2) ] daz) 


= 21 [scri Godutz) 
= 23 f z= os (20) vow du on) 
= 21 [3 o» (10) ha (wy daw) 


= [ec (23s wy) da cay. 


-ku(Q) L] 

事实 上 ， 定 理 9,8.6 是 说 ， 如 果 我 们 将 P 的 边 同 化 ， 就 可 

得 到 紧 空 间 47C 的 一 个 分 支 覆盖 ， 因此 这 个 覆盖 就 是 对 某 个 
的 一 1 映射 。 


习题 9.8 


1, 将 (47) RZA CAT) ^; Poincaré Ths ARs 
C47) 存在 正 数 。， 使 得 对 中 仙 有 的 ,在 B(z，。) 中 存在 9! BR 
ux. | 

RIERA ET o FRAIL GA o; Grp AST B EC 
ARB, Aor IAE AR A ae EE). 019.8. 5 d R 
应 用 仍 有 效 。 

2. 78 1 中 的 思想 也 可 推广 到 有 几 个 顶点 在 无 穷 远 圆周 上 的 多 边 
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X3, ABKA MAME AHHH PHAM OR d9 dh sh UL 
题 3) 。 
3， 题 2 中 关于 抛物 元 素 的 条 件 是 本 质 的 。 试 证 明 ，9:z 22 是 
P= { 20H? :1<Relz1<2 } 
cH. 但 P 不 是 G( = (90 FR PHBA, 
然而 可 以 证 明 ， 若 考虑 在 第 一 象限 内 的 这 个 P 和 G， 并 有 目 以 ds = 
(1z1/zy) ldz! HER, MPoincaré 定理 是 可 应 用 的 。 
4. 设 了 =C-{0}， 度 量 为 ds=idz|/1z|。 对 于 (0,2m) 中 
We, 4 
P= {ze X:1<'z|<3,0<argíz) <9 } 
HOPREBRRHDADKROARM, BWC 
g(z)-3z2» h(z)-e'z 
生成 G。 试 通过 考 虚 覆盖 曲面 X* 来 研究 9 =2xp/g 的 情况 ， 其 中 
Cp, g) = 荆 (即使 和 不 是 单 连 和 通 ， 覆 盖 曲 面 也 存在 ) 。 我 们 可 以 将 其 看 
RXHS BMH. 


§ 9.9 itk id 


还 有 其 它 的 基本 多 边 形 构成 ， 例 如 ， 与 具有 紧 致 商 空间 
的 群 有 着 某 种 特定 关系 〈 换 位 子 乘积 ) 的 多 边 形 构 成 。 对 此 
可 进而 参阅 文献 46]，[47]，[52]，[70]，[85]，[867， 
(1142, X ThdE SA JE BS Kc de a, A BA CI, 
(723, (733, C832 ; € 于 Poincarée 定 理 (9.8 ©) 的 新 进展 
可 参看 [24]，[48] 和 [62]。 定 理 9,8.6 是 由 5482 给 出 的 。 
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第 十 童 有 限 生 成 群 
8 10.1 边 数 有 限 的 基本 多 边 形 


_ 我 们 回顾 一 下 ， 所 谓 一 个 四 基本 多 按 形 素 的 边 s 是 指 形 
如 PNg(P) 的 线段 (y 是 二 阶 椭圆 元 素 的 情形 ， 除 外， 
此 时 该 集合 可 以 看 成 是 两 条 边 )。 关 于 P 的 楼 ， 则 指 的 
是 9P 中 的 最 大 测 地 线段 。 我 们 不 仅 要 注意 区 分 边 和 楼， 而 
且 要 使 读者 确信 这 样 做 的 必要 性 。 首 先 举 一 个 例子 ， 在 这 个 
例子 中 ， 一 条 楼 包含 了 无 限 条 边 。 

例 10.1.1 RITE H? 中 讨论 之 。 *I 20, 1, 2, 7, 
设 C. 是 以 1+ 42 和 3+ 147 为 端点 的 测 地 线 ，C。 是 "EX CT OR 
Hh, Me, ig AER A? BAEC. Sb NS BR 5f 
成 C, 内 部 的 双 曲 元 素 , 且 设 G 是 由 9。 生 成 的 群 。 由 Poincare 
定理 (9.8 节 ) 知 ， 位 于 所 有 C. 和 C。 的 外 部 的 那个 区 域 是 
关于 G 的 一 个 基本 域 。 

现 设 已 是 所 有 C。 的 外 部 在 第 二 象限 内 的 区 域 ， 置 . 

D,- (ztiy: «>0, y>0, 4n« |z| <4(n+1), 

|z- (4m + 2| 1} 

见 图 10.1.1 显 然 


P-DU CU g.CD, UC.» 
REXTGB—^- EE EXUE, BIE Me htt PE —B9— 2k 楼 
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LA 
g.' (P) ME 
Br LA Bee tir P HI TERR ARI 


D 


考虑 到 上 面 的 例子 和 我 们 将 要 讨论 仑 的 多 边 形 的 边 数 ， 必 
须 使 棱 与 边 清楚 地 区 别 开 来 。 

定理 10.1.2 HG JUS Nielsen KIN HEH 等 Pu- 
chsft, 则 下 列 命题 等 价 。 


. e © >è» eè 9 c 
e © e 9 č e + 


* a è è č s c 9 ç a a 


h- Mono 
(3) 存在 8 的 一 个 凸 基本 多 边 形 ， 它 的 边 TIT 


e > 3 č a a c 9 © © 8 9*7 $ c 6 


. . 03 è č >ù č è è 5 è * è ò p œ 


[证 3 rs OD HA (3) o Mik G) petty: Hil 
Wt PAE — URARI SIE. AP Ae AR LER HB. I 
A; (GR dq. tS m) 位 于 一 个 具有 间断 c ;的 区 间 内 部 ， 共 中 
oi 决 定 一 个 包含 六 的 半 平 面 万 ; CES. D ， 所 以 
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P,= POH, «OA, 
是 和 没有 自由 边 的 边 数 有 限 多 边 形 ,因而 其 双 曲 面积 RS H 
十 Pi 包含 PN 入 ,故我 们 可 看 出 ,对 这 样 选 定 AIP, (2) 也 成 
立 。 然 而 ， 由 入 是 4G- 不 变 的 ， 易 知 h-area (PAN) 5PH 
选取 无 关 ， 从 而 得 到 (2) 。 

下 面 , 我 们 来 证 明 (2) 歼 含 (1) 。 首 先 ， 沁 8=PNN. 显 
ARN 与 4P 相 交 ， 由 入 是 GQ- 不 变 的 可 知 ， 或 包含 39P 上 的 基 
个 循环 中 的 所 有 点 或 不 含 其 任何 一 点 。 假 设 8 包 含 (多 半 是 作 
为 一 个 真子 集 ) 4f19P 内 的 顶点 的 循环 C,,…，C ,和 94 上 的 
Xu, Wa, HRQL 

C UUE: U Cw ttm ws) 
为 其 顶点 集 的 多 边 形 (Qo S IER BO s 
tJ) , ALPE Q«C Qs RE, QoiE HE WA Xb HA 和 
BAT QE RH ALMERIA RS Zn OS FR CBS de BE Al, 
Mg £7.1575, FEM 
h ~area(Q) >h-area(Q,) 


Sans lyte tl, 2) -20( +t Ly 
q qi 


=n{n- 2) + tu (ly - PL 
为 方便 起 见 ， 在 这 里 采取 一 种 约定 ， 即 二 阶 精 圆 椒 动 点 和 长 
度 为 1 的 循环 不 是 顶点。 在 这 种 约定 下 ， 每 个 循环 Ci 要 么 是 
偶然 循环 (523, a=), 要 么 是 椭圆 循环 (1;q; 宇 3) 。 
因而 在 所 有 情形 下 ， 均 有 
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pr 
3n+¢<6 + (G/ 0h - area(Q) 
这 推出 仅 有 P 的 有 限 条 边 〈 无 论 在 哪 种 约定 下 ) 与 9 相交 。 
现 设 gy, 是 P 的 那些 使 其 对 应 边 与 8 相交 的 边 偶 映射 ， 可 
推出 这 样 的 9, 仅 存在 有 限 个 ， 而 且 只 需 证 明 这 些 9, 生 成 @ 就 
够 了 。 选 取 G 中 的 任意 一 个 Jy， 由 入 的 凸 性 和 不 变性 知 ， 我 
们 能 用 同 集 入 中 的 一 条 线段 0 连接 中 的 一 个 点 和 g(8) 中 
的 另 一 个 点 。 可 设 0 与 P 的 任何 项 点 的 任何 象 点 不 交 ， 从 而 0 
依次 与 象 集 
P, g,CP) ,. :gs CP) 
相交 。 其 中 g = 9,。 由 于 
gia C PO gi (PINN 
是 测 地 线段 ， 故 
PN gin gj (PN 
Ae MUHA CAN EG-RABB , mH Coin.) "yid X 
个 gse。 这 证 明了 (2) BA (D. 
下 面 ， 我 们 来 证 明 (OD 蕴含 (Ds © AA OD 
的 证 明 将 在 下 节 中 给 出 ， 这 样 就 完成 了 定理 10.1.2 的 证 HJ. 
假设 (1)》 成 立 ， 并 设 D 是 以 原点 (我 们 可 以 假定 它 EX EGÉS 
椭圆 不 动 点 ?为 中 心 的 Diricplet 多 边 形 。 这 部 分 证 明 的 思想 
是 先 证 D 在 94 上 的 欧 氏 边界 仪 有 有 有 限 个 分 集 (因而 曲面 4/G 
也 仅 有 有 限 个 “边缘 ”》〉》。 这 人 对 许 我 们 将 了 表示 成 
D= KUDUUD, 
WER, HK EAM ASE, BAD 是 4 的 子 区 域 ， 它 在 
94 上 的 边界 是 连通 的 。 于 是 只 需 证 明 仅 有 有 限 条 刀 的 边 与 每 
个 DD; 相交 就 够 了 ， 因 为 这 对 于 紧 集 及 显然 是 对 的 。 事 实 上 ， 
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对 于 结论 的 证 明 而 言 ， 说 明 D, 在 44 的 边界 上 连通 并 不 是 本 
质 的 ， 但 这 样 做 使 得 证 明 非常 容易 ， 并 且 只 会 增进 对 所 涉及 
思想 的 全 面 了 解 。 

由 于 D 的 边 偶 元 崇 生 成 G9， 因而 某 一 有 限 生成 集 (HO) 
知 是 存在 的 ) 中 的 每 个 元 素 都 是 由 D 的 边 偶 元 素 组 成 的 有 限 
字 。 由 此 得 出 有 限 个 边 偶 元 素 生 成 G， 没 它们 是 gi;，…，g.。 

选取 (0,1 中 的 某 一 r， 使 图 盘 (Ciel mr) 包含 已 中 由 
9;，…，9: 所 配对 的 每 条 边 的 驱 AAKE) o 

K=D (2: lz <r} 

( 取 这 种 天 要 比 取 它 的 紧 闭 包 更 方便 些 ) ， 且 设 


GCK)= U g GO 
LAN 


我 们 看 到 ， 对 每 个 j, 集 合 K UGK) 是 连通 的 (天 是 凸 W), 
因此 ， 每 个 集合 

KUgi, GO Ugs gi, (KO UU gs, 95 0 (KD 
也 是 连通 的 。 因 为 9: 生 成 C， 这 意 k BGK) 是 连通 的 。 

我 们 可 选取 0,1) Par, E A JA {1]z| =7} 与 D 的 任 
DUA, AME SDE MURA). ik 

Df {zi lz) =r} =a ,Ue-Ue, 
其 中 oj 是 { lz] 57) 上 互 不 相交 的 闲 弧 ， 除 其 端点 外 ， 它 全 
含 于 D 内 。 由 定理 9,4.3 可 知 ， 所 有 的 0 ;的 端点 组 成 的 集合 
也 被 边 偶 映射 配对 。 这 说 明 每 个 ci 的 每 一 端点 是 某 个 
hioi) 的 端点 ， 和 0, 由 ;唯一 确定 。 同 样 的 事实 对 每 个 
hlo) 和 每 个 0; 的 象 子 序列 也 成 立 。 由 此 推出 每 个 o ;属于 
一 段 由 0 MBAR RAs. AA RAAR No: PMA 
3E £758 & [8] —9 ;的 象 ,T; 的 构造 崔 一 性 说 明 工 ;在 G 的 茶 一 非 
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平 几 元 案 h; 下 是 不 变 的 。 注 意 到 了 ;是 由 在 hi 重 复 作用 下 的 一 
段 紧 绝 的 象 组 成 的 。 若 hj 是 椭 图 元素 〈 因 而 是 有 限 阶 的 ) ， 
则 工 ;是 4 中 的 一 条 Joradan 曲 线 。 车 4; 是 双 曲 元 素 ， 则 I 是 4 
内 以 和 ;的 不 动 点 为 端点 的 横 截 线 。 车 hj; 是 抛物 元 素 , 则 工 ; 龙 
4 中 的 一 条 Jordan 闭 曲线 ， 其 起 点 〈 也 即 终 点 , 它 是 js; 的 不 
动 点 ) 除外 。 广 意 到 五 中 的 点 不 能 等 价 于 任 何 0; 中 的 任 一 
Ao MAG CK) 不 与 任何 也 ;相交 。 

现 设 六 是 ci (DINER) 与 D 一 cj 中 不 含 原点 的 分 集 
的 并 ， 见 图 10.1.2。 显 然 ， 在 4 内 ， 刀 ;分 割 Dj 和 G(K) 。 


图 10.1.2 


容易 看 出 Ding4 是 连通 的 。 事 实 上 ， 考 wx 和 *" 是 这 个 集 

合 中 的 不 同 丙 点 ， 则 径 向 连接 xs 和 rzx (在 0; 上 ) ， 然 后 在 oj; 

中 连接 r* 和 和 rw， 最 后 再 径 向 连接 rz 和 >。 由 此 构 得 出 一 条 曲 

线 ， 我 们 把 这 条 了 幅 线 记 为 rz; ， 它 含 于 DD 内 而 且 与 G(K) 不 
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AE. Hh COT) AFG, WAD)S 7; 不 交 ， 因 而 它 就 .如 
GCK) 一 样 含 于 rv 的 同一 边 上 。 我 们 推出 图 10.1.3 所 示 的 
区 域 E; 与 任何 &(D) , hæl, BARS, MAFDA, iX 证 
8I T D;r1O0 AE XE gj. o, H 


—— 
P4 
"d 7 ~ Iz] = r 
7 ~N . 
了 M 
n ` 
4 
! 0 1 
t A d. 
` an / 
v D Ii / 
AN / i 7 / 
N . i y P 
JE / 
ru T LAU PV 
pa , 
0 LIC. 7 
~ wok, -À P4 
27x pA p 一 
eae 
Be 
图 10.1.3 ` 


现在 , 对 使 稳定 的 和 1， 我 们 分 类 加 以 讨论 ,: 以 完成 定 
FRADE HH. AA Ace, Mji 条 Jordan H 
fh, KA-T TIRENA RAG. MRA Or 集 是 
Di, BAMA AR AD AVS DMX. Auk 4 EGRE 
Di， 那 么 它 就 包含 G(K) , Jm GA AIR. KH, HF 
Gi) Dirichlet ZA RRA BAR RW 

VELO CES, MT LA RARER. A-T 一 个 
分 集 包 含 GK) (RA midi ta AE > AGUA 
眼 点 均 属 于 这 一 分 集 的 闲 包 。4- 卫 ;的 另 一 分 集 包含 Dj, 在 界 
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UX RAO ANTE LA EEGHO IRA. (ADJ EFDA, 
因而 位 于 等 分 C0,h,02 HTH £E dn 5 4 CO,(h,) ^! 02 
的 测 地 线 之 间 ， 这 两 条 测 地 线 把 Dj 与 hj 的 不 动 点 分 隔 开 来 。 
我 们 推出 D; 的 欧 氏 闭 包含 于 G 的 寻常 集 内 。 由 于 D 的 象 的 欧 
氏 直 径 趋 于 0 (9.347) ,我 们 看 出 D; 只 能 与 D 的 有 限 个 象 
相交 ， 从 而 也 只 能 与 D 的 有 限 条 边 相交 。 

景 后， 假设 2; 是 抛物 元 素 。 在 这 种 情况 下 ，DjNn94 由 
一 个 点 组 成 ， 即 hj 的 不 动 点 。 然 而 ， 我 们 知道 D 的 两 条 边 以 
抛物 不 动 点 为 端点 (定理 9.3.8) 。 所 以 ， 在 这 种 情形 下 也 


只 有 D 的 有 限 条 边 与 D; 相 交 。 
在 证 实 G) BS (4) (这 将 在 10 ,2 入 给 出 ) 的 条 件 
下 ， 我 们 完成 了 定理 10.1.2 的 证 明 。 O 


§ 10.2 38 WI 点 


考虑 一 个 作用 在 4 上 的 Fuchs 群 G。 设 5 是 G 的 极限 A, 
WAG Hh te HARRIS. E 9.00) KEES. 9.00) 
KARCHER dep 〈 在 欧 氏 意义 下 ) YE? 显然 

IS — g.(0)| 1- |g, C0)| 
JEFE. 249.45 3k— XX dii o6 Bog CHK HSE 于 4 的 欧 氏 直径 
C-5,92 ) 的 第 rn 次 复合 时 ， 等 号 成 立 。 我 们 得 出 最 快 收 & 
速度 (在 相差 一 个 常数 的 意义 下 ) 在 

[$—g.(0| =O(1— lg. CO|D, n> o 
肘 达 到 。 由 于 下 列表 达 式 

ll ga || 7, 2cosh p(0,9,0), 2/0- lg, (0)|) 

Hn o B f Jod VIL, dedic ER CER BE RT FR J SN Hea, BY 
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16 -g,(0)| = 0 (1/coshP(0, g,0)) 
或 用 矩阵 形式 表示 ， 即 
I€-g,(0)| = OC || ga ll 7?» 
而 且 容 易 看 出 ， 我 们 可 用 4 中 任 TARRE RAA N 表 达 
式 中 的 原点 。 在 下 而 的 结果 中 ， 这 一 点 是 毫 无 疑问 的 ， 此 结 
果 提 供 了 这 种 最 快 收敛 速度 的 另 一 ast. 
定理 10.2.1 车 G 是 作用 在 4 上 的 Puchs 群 ， “是 G 的 HR 
限 点 ，91，9s，… 是 G 中 的 不 同 元 素 ， 则 下 列 命题 等 价 。 
OD 对 4 内 的 每 个 o， 有 
IE- gaw] = OCI ga I?) 
REALE a DA DA EAN MN EM SE 


Piga (w), L) = 00) 
„ (3) NS ARAI EA TEAR, 存在 4 的 一 个 紧 


Cg.) (Ly NKG 
[证 ] — BE HB, 5 B. (4g 70D 5 ID SE Cz: 
p(z,w) <m) FAR, p(gu,L)<m. Bim (2) 5 (3) 
等 价 ， 而 且 对 给 定 的 二 ， (2) 正确 与 否 跟 w 的 选取 无 关 。 进 
一 步 地 , 车工 ;和 工 , 是 以 上 为 端点 的 测 地 半 射线 则 对 某 个 
mi, 有 
LC {2:P(z,L )<m, } 
因而 (2) 的 正确 与 否 也 跟 工 的 选取 无 关 。 在 余下 的 证 明 中 ， 
以 工 表 示 欧 氏 半 径 C0，6》, 而 以 L' 表示 欧 氏 直径 (-6,6)。 
注意 到 若 z 很 靠近 上， 则 有 p(z，Z) =P (z, L') 。 
先 设 (1) 成 立 。 取 刀 = 0， 我 们 得 到 
l£- g. (01 =O - lg. (01) 
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PGO L)  P(9,0, L^) 
izeA, M CH7.20 0D A 


sinh? (z, L) = ? Imc ¢ zl 
1- lózl* 


HERAN, Tiz9g.(00 , RINSE w=0 的 情况 下 得 到 
了 (2) AF 《2》 与 w 的 选取 无 关 ， 从 而 可 看 OD X 
含 (2) 。 | 2 E 
dde. VEzHODA, LERCHE 化 离 -5 近 ， 若 v 是 从 z .到 
L' Wy ER He AY S AE, 则 上 是 94 上 最 接近 "的 点 ， 因此 
-§| x [z-v| + |v - él 

«le-vl + |v- (2/ [z| >| 

«2]|z - v| + |z- Cz/ [2] | 

x«2|lz-v|-4(1-]|2]) > 


由 于 
lz —v| =! Imc z3! 
故 可 推出 | 
i - el <2sinhp (z, L^) +1 
t- fal 


«c28inhP(z,L) 1 
@z= 9,00) ,利用 C2), 我 们 发 现 (2 Baw = 0 时 的 (1)。 
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最 后 ， 若 we4 且 


ga) = ZF , lal? — lol*=1 
d 


ez 

则 由 lal = cosh(P(0,g0)/2), |e| = sinh(2(0,g0/2), 
通过 直接 计算 我 们 可 得 
ig Qo) =g Ol (1- [w] ycoshp (9, 90) 
"a wD lgi? 00.2.1) 
我 们 已 看 到 (2) 即 意味 着 妈 = 0 时 G) 成 立 ， 故 对 一 般 的 
w, 28 (10.2.1) 便 得 到 CDD 。 

E Ft St Bop 8 x BE 69 n a] Za e, 采用 一 些 适当 的 术语 
往往 能 够 带 来 方便 。 

定义 10.2.2. PRF uchs REG MI RPR RS AG BY 3 VE S 如 
RANK Btw, 在 G 中 存在 一 列 互 不 相同 的 y， 使 

[E = ga w| = O00 gs 1 7?» 

定理 10.2.3 Fuchs 群 G 的 逼近 点 不 可 能 位 于 G 的 任何 
西 基本 多 边 形 的 边界 F。 
CoU] “ gE AC FR SEP B i AR 
do Butta, RIT HERATDA, ASAR 点 的 测 
地 半 射 线 工 。 由 定理 10.2.1(3) 推 出 ， 象 Cg CP) 与 一 
紧 子 集 相交 。 而 这 与 P 是 局 部 有 限 〈 参 见 定义 9.3.1)》 的 事实 
fn. C 

例 10.2.4 Raucps 群 6 的 每 个 抛物 不 动 点 都 位 于 某 一 必 
7ricplret 区 域 的 边界 上 , 故 G 的 抛物 不 动 点 不 可 能 是 @ 的 逼近 
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点 。 

对 一 个 有 限 生 成 群 ， 定 理 10.2.3 和 例 10.2.4 给 出 了 G 的 
极限 点 集 的 一 个 完整 的 描述 。 

定理 10.2.5 OSBOURNE ZU: AE GR HEM 不 动 


?oo ò> a » s ‘s 


ik: ETÀ WBE RS COMA 动 点 
LA Pu 车 G 是 有 限 生 成 群 ， 则 存在 C 的 一 个 边 数 有 限 的 
西 基本 多 边 形 〈 因 为 在 定理 10.1.2 中 ，(1) AE), 我 
们 将 证 明 这 种 多 边 形 的 存在 殖 含 了 4 可 裂 。 我 们 也 将 证 明 若 
4 可 烈 ， 则 C 的 每 个 凸 基本 多 边 形 有 有 限 条 边 ， 而 这 列 E T 
G 是 有 限 生 成 群 (因为 在 定理 10.1.2 中 ，(4) 蕴含 (1))。 
显然 ， 这 一 推理 表明 定理 10.1.2 G) A SADR, Aime 
理 10.1.2 (O 成 立 。 改 在 用 这 种 方法 证 明定 理 10.2.5 时 ， 
我 们 也 完成 了 定理 10.1.2 的 证 明 。 

[证 ] 首先 设 4 可 裂 ，P 是 G 的 任 一 凸 基本 多 边 形 。 若 已 
ATLA fb, Wik Sw A dEOA LIRR. HFM 
象 的 欧 氏 直径 趋 于 堆 ， 上 必 为 9P 上 的 极限 点 。 由 定理 10.2.3 
可 知 ，6 不 可 能 是 G 的 逼近 点 ， 而 由 定理 9.3,8 又 可 推出 ,6 不 
可 能 是 G 的 抛物 不 动 点 (否则 P 了 的 两 条 边 以 6 为 端点 ) 。 这 
与 4 可 裂 这 一 事实 蔬 盾 ， 所 以 P 只 能 有 有 限 条 边 。 

3L UE PJEG 09 BARA ER 多边形 ,我 们 可 设 P 是 一 
个 Dirichlet 多 边 形 ( 因 为 定理 10.1.2 的 证 明 表 明 , 在 这 一 情 
况 下 G 是 有 限 生 成 群 ， 故 任何 Dirichiet 多 边 形 的 边 数 有 
限 )。 且 可 设 (为 了 简单 起 见 ) 定理 9.4.5 中 所 述 的 条 件 满 
E. Akg, W pi bE RA. 

车 P 的 两 条 边 s 和 s 在 94 上 有 一 个 公共 端点 2， 则 bz 是 G 
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的 抛物 不 动 点 (定理 9.4.5) . A OER RG p qus 
BR EIUS 的 一 个 搜 物 元 娄 P 生 成 。 在 ?点 构造 一 个 开 极 限 ft] 
We CHAIRR DIOR. MEIH, TEO- RRM, 
使 得 名 是 象 ? (9) ，neZ 的 汗 。 

同样 的 构造 对 了 的 自由 边 昌 成 并 。 一 条 自由 边 的 每 个 端 
点 是 其 一 自由 边 的 基 个 象 的 端点 。 天 有 间断 0 、 包 含 一 条 已 
£t E damni Pm Boa fi A B nem Sm sp E, xx 
BER AS, ARES To fy X AS e FH IG SE HG rp i X — ho 
中 的 一 条 自由 边 的 一 个 象 映射 成 男 一 个 也 在 0 内 的 这 种 象 ， 
ARCO) = 《因为 其 有 间断 的 区 间 是 MGB ICH TER DERI 
nu» o FST VEL ACLS BE Ar RR AS kh, Date A: X Mh 
的 。 SOFORT IERI MERE HALLA P f, H 县 可 假定 & 生 XXL 
WEAK, HERBIG ELA ELA WR EM TELA: & 
h" (D) 、neZ 的 并 。 

滴 地 线 L 和 极限 阅 周 的 个 数 是 有 限 的 ， 且 它们 把 P 在 
94 上 的 边界 点 同 P 的 紧 子 集 Pl 分 隔 开 米 。 记 下 为 由 Po 和 有 有限 
条 汰 9 及 ! 的 并 组 成 的 紧 集 。 

现 设 * 是 G 的 任 一 极限 点 但 不 是 抛物 不 动 点 ， Lo 是 以 6 为 
we AAS WE ZR. Lofty aA RT CAR PPS A ELA 
MMLWRFASATU LAE RR RRR. d 
则 它 分 别 以 G 的 抛物 不 动 点 或 0 的 寻常 点 为 端点 。 由 此 推出 
要 么 工 与 Po 相交 ， 要 么 Lo 与 这 些 区 域 之 一 相交 、， 两 者 必 居 
其 一 ;在 后 一 情形 中 ，L。 的 某 -- 象 与 绝 g 或 ! 中 之 一 相交 。 
在 这 两 种 情形 下 ， 工 ,的 一 个 象 与 太 相 交 ， 因而 存在 Lo。 中 基 
点 Zo 使 《比方 说 )》 g) MFK ` 

现 设 工 ,是 由 Lo 除去 长 度 为 4 的 起 始 - 一 段 而 得 到 的 射 线 。 
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Wn Lo FE, HALBE Zay 使 得 Gn (Za) BFK. 显 
SRz.—6, 且 (9:1, Gos ree} HEME, 故 由 定 理 10.2.1 知 6 
是 芝 近 点 ， 从 而 4 可 裂 。 - 口 


习题 10.2 


L 通过 在 已 :中 讨论 , 取 co 为 抛物 不 动 点 (利用 定理 10.2.1(2)) ， 
证 明 例 10.2,4. 


8 10.3 JHE% 


任何 群 均 可 分 解 为 互 不 相交 的 共 轿 类 的 并 。 在 共 轿 变换 
下 ， 共 形 开 把 is 变换 的 分 类 是 不 变 的 。 因 此 ， 可 以 明确 地 
PR BU. lh Pe EEE. ERNA Mobius tei 成 
RURAL, JOH aPC BEIC S ins ETS E, 
但 我 们 将 看 到 ， 这 一 事实 对 双 曲 平面 的 等 距 共 形 群 并 不 正 
确 。 

定理 10， 3.1 haao Rigi ewad 


e >» è © è © © © 9 è č ù * e. © # o » 
e. 9 c è e c9 è è f è è t o o a c ù + y o v 
* © >» » $9 @© © è .0 c 


s. . » 0*4 9 9 ù 9 9 è * o % ù è 9 o * 


5 证】 Sea is Fo eshte o 
使 用 了 :模型 ， 任 何 两 个 抛物 等 距 映 射 〈 在 共 形 等 距 映 射 群 
ED HT GE) ziz + p 和 z >z +q， 其 中 2p 和 g 是 非 
SRK, CNEL SERRA TEE AR PUE. MH 
tera, b, c, d, ad-be=1, B 
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a(ztp*b _ azt+b | 
c(ztp)-d czt+d q 


Bz=-d/c, 我 们 发 现 cp =0, 故 c= 0H.ap- dg, Bja2-1, & 
们 有 a: 2 = 9， 所 以 z 和 9 有 相同 的 符号 。 这 证 明了 在 共 形 群 
A, tere vat emotes. Bin, Eh SRR HR 
的 完全 群 内 ， 平 移 z >z + 1 和 z i-k RRE, FR 
a 和 B 分 别 是 关于 x = 0 和 z = 1/2 的 反射 ， 则 
Ba=a(ap)a 

oP Ap Past i. 

对 椭圆 的 情形 可 通过 使 用 模型 4 和 两 个 以 原点 为 不 动 点 
的 旋转 作 类 似 的 处 理 。 对 双 曲 的 情形 ， 可 在 H? 内 通过 两 个 
以 0 和 mw 为 不 动 点 的 双 曲 元 素 作 出 最 佳 的 处 理 。 在 这 一 情形 
中 ， 每 全 元 素 都 共 斩 于 它们 的 闭 ， 因 为 存在 一 个 使 0 和 n 
PR SIG SRR, Bz | 一 1/z。 DL] 

现在 我 们 来 仔细 研究 Fuchs 群 中 的 共 轿 类 。 

定理 10 .5.2 设 G 是 Fuchs 群 。 Vis Voy … 是 位 于 G 的 
FEARS LYE Lib hate a zh io foe te 


e © è © © ù >ò a è >o ù > 9 ò o č è ù s 8 5» 


= > © è è $9 $9 > 9 a ò o 


Lu] — Kg LA v dS aR, WME 
BS —Ph oR BOP LHR. 所 以 对 某 个 J， 我 们 有 
h(v) =v, Mitthgh-'« (gs). L 
推论 10.3.3 车 G 是 有 限 生成 群 ， WG ARTA 


"e > © © n» ù ^» o è > © ò> ù > 


BER GD ， ETE (EGO rh fE aI KM erc to ET 


eo 9 © è s > o è © è ù o 


> © = 9$ © &© © * 9 9 8 > 


BOAT se 2€ 9 AE T se d CR, GAP 7; AR IE We 

One. Ib; Vis 

hgh! = g” 
Whe dug A AHOA a ER Bi LAE EIN E, Hien = mo 
注意 到 如 果 9 是 撼 物 元 素 且 以 2 为 不 动 点 ， 形 么 8 也 以 2 为 不 
动 点 ， 因 而 它 林 可 能 是 双 邮 的 。 

Lm RIRE ETG A TREG pIE ke RR TE 
AX fpc di 3s fea RA BT 9 a o PE e RE R AE LA S AE. 
RR E, 

定理 10.3.4 设 G 是 Fuchs 群 ， GJ 是 G 中 内 T ah f 


BE. TRG AMG, 分 别 有 ! 和 个 HOM ri tC Es jt 


nr c-dU 


Atm. XML TOR ERRAR 

[证 ] — A DIEGR — t Dirichlet XE, dox Si 
JE, OD Lt oS AS zB P S ER des EARS MTB ES 
抛物 不 动 点 属于 3D。 现 对 G 作 陪 集 分 解 ， 如 果 

G - g,G, UU gaG, 
那么 
D' - GQO^GD Ue U ge (DD a 

eb dà s EAG, BUE BS KTD ERUR ES Ski 
HAR A, Bel 6, 同样 的 证 明 对 椭圆 元 素 也 成 立 。 C] 

我 们 现在 转向 讨论 Fuchs 群 中 的 双 则 元素 共 弦 类 。 

定理 10.3.5 任何 韭 初 等 Fuchs 群 都 包含 着 无 穷 多 个 最 


”+ 


. > 9 9 c^ č s c$9 o ù > 


Lu]. ARR, WEEDRRIAEE, =, h fE 
BGN EA ITCH RETEA HE. Rutile 
是 @G 的 不 同 极限 点 。 旨 定理 5.3.3 知 ， 存 在 有 具有 不 同 负 A, 
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Azs HIREK S o fos oe ETE AA Fou drum, 
Up, 

ARAB f dto dE Ba TR ERAI hm — 4E — JE. MAR 
们 可 以 重新 编号 , JEXB IE VE RCT- 9, np VE EP BEE 
we. HH 

Pn = ga hi) "10g, 7! 
从 而 元 素 
In = Galt (ga)! 

具有 不 同 的 轴 4; AEB KET. TAA, ee Fe 
线 Cu, v), BS BE Mis HA WARE, Anze Cu, v), 


ju “4 n- + “时 


sinh 1 2 PEs, e) = sinh E Teoshp (z, Aj 


in C5 T) 


[Ha ZEB [el F9 e O 

SIL ULF uc hs REG pO MI T6 3S GG MPIC s Cs …。 
每 个 C, 中 的 元 素 有 共同 的 平移 长 度 ， 设 为 了 ,。 

定理 10.5.6 MWROR ARERR, BAW no» + oft 
T, —> + o, i ee 
CHE] 定理 10.2.5 及 其 证 明说 明了 不 仅 C 的 每 个 双 曲 
PEN EEE EA AUR TR K, 使 得 
每 条 双 曲 轴 均 有 一 个 与 下 相交 的 象 。 XX 36 RA EP Rh SE Be 
类 C, 包 含 一 n. 它 的 轴 4, 与 五 相交 。 取 某 个 2， 使 

Ke { z€A:P (0, 2)<d } 
由 7.4 和 7.35 节 ， 我 们 得 到 
359 


lg, ||? = 2coshp (0, 9,0) 
= 2+ 4sinh? FPO, g,0) 


= 2+ 4sinh? ( -I-T.)cosh* p(o, A,) 


<2 + 4cosh? (d)sinh? clo 


Ak 4 n +oftT > +o, 、 C 

注 ， 利 用 已 知 的 序列 收敛 信息 《例如 定理 5,3.13) , 
RETRAT TF + ~ 的 收敛 速度 的 更 精确 的 信息 。 

在 一 个 Fuchs 群 中 ， 有 两 类 应 特别 注意 的 双 曲 元 素 ， 一 
类 是 简单 双 曲 元 素 《定义 8.1.5), 另 一 类 是 边界 双 曲 元 素 有 ， 
它 由 下 述 事实 刻画 ， 这 些 双 曲 元 素 使 无 穷 远 贺 周 上 某 个 具有 
间断 的 区 各 保持 不 变 。 当 然 ， 这 些 元 素 仅 存在 于 第 二 类 
Fuchsfi£rh, 

定理 10.3.7 一 个 有 限 生 成 Fuchs 群 只 可 能 有 有 限 多 个 


ae 
e e s 5 è > è è s ç è è ù * ç o» ð > >» è o ù ò ^» *$* a * 


[证 ] 有限 生成 笑 G 有 一 个 凸 基本 多边形 PP， 它 只 有 
有 限 条 自由 边 ， 比 如 说 是 s，…，s*。 每 条 自由 边 sy 含 于 一 
个 具有 间断 = 的 区 间 内 ，5; 的 稳定 核 由 一 个 边界 双 曲 元 3R 
hj 生成 。 

如 果 # 是 任 一 边界 双 曲 元 素 ， 它 使 某 个 具有 间断 c 的 区 
间 不 变 ， 那 么 我 们 就 可 以 构造 一 条 以 zc 的 某 一 内 点 为 端点 且 
全 部 含 于 某 一 象 f(P) 内 的 半 射 线 L (因为 P 的 这 些 象 在 0 的 
内 点 处 不 凝聚 ) 。 由 于 广 !( 工 ) 包含 于 P 且 以 G 的 一 个 寻常 点 为 
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in. SRP s. ee f(c)=0;, Wm fhf 
toin, iAH hi HE i Eo 

Hk, TBE PARE I Fuchs HOT, Et 
BEB SPAR guck Et th eK 

TE AB digi — TS ADEE 2623 EA A AR, vu, Var V4 
为 顶点 的 四 边 形 P。 设 f 和 yg 是 使 P 的 边 配 对 的 双 曲 元 素 《如 
图 10.3.1 所 示 ) ， 根 据 Poincare 定 理 〈 参 看 习题 9.8.2) , 
由 了 和 9 生成 的 群 G 是 离散 的 ， 且 P 是 G 的 基本 多边形。 因为 f 


图 10.3。1 
和 9 使 一 个 凸 基本 多 边 形 的 边 配对 ， 故 它们 是 G 的 简单 Xd 
元 素 (定理 9.7.1》。 从 作用 的 几何 直观 来 看 ， 显 然 f 和 9 的 
jt; Pia. XX URBI f 和 9 是 本 原 元 素 。 
现 设 vs=f(@,) ， 则 以 zi， vs va, vs 为 顶点 的 四 边 
形 也 是 G 的 一 个 了 凸 基本 多边形， 它 的 边 由 f 和 fg 配对 CU Pu 
10.3.2》〉。 完 全 仿照 上 面 的 推理 ， 推 出 f 和 fg 是 简单 本 原 双 
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uh 7c s. 
重复 这 一 过 程 ， 能 得 到 G 的 本 原 往 单 双 山 元素 JE vulg. 


…。 借 助 共 特 变换 ， 我 们 可 设 现 在 的 G 作 用 在 如 


fs, fa, > 
E, JL 
u 0 a b 
(QU) sse (T 7) 


0 1/u c 
Auhui, Hat PLAGE BR n-- off, ir*(Cf'g) 
Be, FA Cf'go fai 2553 &^r dEJESEoC OGE 
L 


— + cog 

Ble [PA GMS Rig4-—42zMT^A3)8). 
习题 10.3 

1, 构造 一 个 无 限 生 成 Fuchs 群 , 它 包 含 无 穷 多 个 具有 相同 平移 长 


度 的 简单 本 原 双 曲 元 素 的 闪 倒 类 (人 参看 定理 10.3.6 和 10.3.7) 。 
2。 在 定理 10.3.7 的 这 明 中 ， 试 证 明 书 中 有 关 图 10.3.1 和 10.3.2 


的 细 市 (利用 习题 9.8.2)。 给 出 一个 未 回 的 构造 ， 使 项 Fo 5 ET 过 
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RE, JERR Poincare MHZ. 
8 10.4 FuchsfEIj 7T 4 2€ 


WEG AL IE AER ALR Pucks RE, GEM Dirichlet 多 
DIG Dib BASIL, MREMIELF, D/G EG 格 为 9 
的 、 具 有 被 挖 去 的 此 一 数目 的 润 的 紧 昌 面 5。 由 于 4/G 与 D/G 
WIPE CzEHBS. 2.0, GHIR HCECT D IX UC S 

现在 考虑 关于 GC 的 wiefsen 区 威 和 相应 的 商 空间 N /G, 
在 10.3 主 中 所 给 的 论述 说 明了 NW 在 4 内 的 边界 由 所 有 的 G 中 
4 HOSCE UCIRBS PTACA X. AEREA, ICE E 
But. RH tA- ARRAN ESL ERHAXT OX 
dam. Dun H EAG RAR Em SL FARA ERI, 
BUA / (hy 《定理 6.3.3) 。 这 个 柱 面 的 一 端 是 简单 闭路 
A/h); 事实 上 ， 没 有 4 的 象 能 与 4 相交 《由 于 作 为 五 的 边 
界 的 94 上 的 开 弧 弘 含 @ 的 寻常 点 ) ， 且 不 存在 使 4 稳定 的 二 
HH ESS CAR AWARI) o 

Jp AB) 4/G Eng RES Bo, WRT Rr CAD 
A TONO ANTE Mi CAD 09 I A m COH 的 柱 面 
WAI SSR. fd cOHO 越过 共同 的 边界 闭路 Xx(4) 与 
TON) MEHR, iX3E cc GT) 的 个 数 与 最 大 边界 双 曲 循环 子 
EI JL RAS 4 Baa 同 ， 设 有 ! 人 个。 显然， 三 个 空间 47/G ， 
D/C, N/G@ oR, 

(JP CMEHARD Clb Ves TO. 最 大 抛物 循环 F 
HERES. EPL PIER PS Ely - 49 CE JE 
4 EDR MD HEB 75 28 1 BRS DRED o BS. G X 
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含有 有 限 个 (比方 说 r 个 ) 最 大 椭圆 循环 子 群 共 罗 等 价 类 ， 设 
其 阶 数 分 别 为 全 ,，…:，m.。 我 们 引进 一 个 术语 来 总 结 这 些 
事实 。 

定义 10.4.1 称 记 号 

(gi m,,*,m,s S, f) (10.4.1) 

为 G 的 符号 差 ， 其 中 每 个 参数 是 非 负 整 数 且 m, 之 

Oh X MAIC, 则 简 记 为 Cg: 03 S; t), HES 
出 现 何 种 符号 差 ， 我 们 能 够 作出 明确 的 表述 。 

定理 10.4.2 Foe ee Gm ruote RAAT SS 


se 


e 9 > è > 


Qg-2+stt+ Sa- )>0 (10.4.2) 
j=! 
| (10.4.2). REFERAS Æ (10.4.1). 的 群 之 必要 
条 件 的 证 明 乃 是 下 面 结果 的 推论 。 
定理 10.4.3 ”车 G 是 具有 Nielsen 区 域 和 和 符号 其 
(10.4 DBIS AMER Fuchsi, 则 


h -area(N/G) = 2n { 2g- 2£$s4t 


Dad 
p mo? 


mj 


若 G 还 是 第 一 类 Fuchs 群 , 则 入 =4 H.t- 0. 因 而 我 们 可 
以 得 到 6 的 基本 多 边 形 的 一 个 面积 公式 。 

推论 10.4.4 如 果 0 是 第 一 类 有 限 生成 Fuchs 群 ， 其 符 
SHAG: m, mms si 0)， 那 么 对 于 G 的 任何 凸 基本 多 
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h-area(P) =2n(2g-2+s+ Zaio 


[定理 10.4.3 的 证 明 ] Tt D HOH Dirichlet 多 边 形 , 其 

中 心 为 多 。 则 
h-area(D(ND) -h-area(QN/G) 

Aaw, ALDI LHe MwA 5: BE 29 
1, 《通过 选取 忆 避 开 可 数 条 测 地 线 〉 而 且 还 可 设 D 的 顶点 特 
环 中 没有 一 个 循环 位 于 边界 双 曲 元 素 的 轴 上 。 

显然 ， 只 有 有 限 多 个 双 曲 轴 的 不 同 象 能 与 任何 局 部 有 限 
基本 域 的 闭 包 相交 。 由 入 以 双 曲 轴 为 边界 (因为 G 是 有 限 Æ 
成 群 》 可 知 ， 禄 只 有 有 限 多 条 边 与 D 相 交 。 因 而 D NN 是 边 
数 有 限 的 多 边 形 。 设 DN 入 的 边界 由 2 条 互相 配对 的 边 C^ 
们 是 了 中 互相 配对 的 边 的 弧 段 ) 和 4 条 没有 配对 的 边 〈 它 们 是 
那些 位 于 DD 内 的 围 成 N 的 轴 的 弧 段 ， 组 成 。DNN 的 顶点 是 7 
个 长 度 为 1 的 椭圆 循环 ，s 个 长 度 为 1 的 抛物 循环 ,， P 的 某 些 候 
然 循环 (比如 说 有 a 个 ) 和 个 对 应 于 Df1N 的 t 条 没有 配对 边 
的 端点 的 长 度 为 2 的 循环 。 

应 用 Bsler 公 式 (把 润 “ 填 满 ” 之 后 〉， 即 得 

2-29g=(1+i)- (n+k)+(ri+ia+k+is) 


m-a=2g-1trt+st+t 
Südrjewd0D(| NIS 4g TR EBEURCR, XH, DNN 就 
被 分 成 了 2n +£ 个 三 角形 。 把 这 些 三 角形 的 面积 加 起 来 ， 得 


到 
h-area(D() N) = (2n - k) 1 - 2n —2n8 -nk 
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= 2; —2+S+i+ - dl. 
21 Ue 2 Za 22] 4 

很 显然 ， 由 定理 10.4.3 中 公式 的 性 质 ， 可 kik- area 
(N/G) 有 一 个 正 的 一 般 下 界 ， 它 对 所 有 和 群 G 都 有 效 。 
”为 简洁 起 匈 ， 记 

A= (1/2n)h-area(N/@) 

要 计算 这 一 下 界 ， 可 设 4<1/6， 对 于 下 面 的 分 析 来 说 1/6 这 
个 数 是 方便 的 ， 而 且 不 久 将 会 看 到 ， 存 在 使 4<1/6 的 群 。 

车 7 = 0 或 对 每 个 j,m, = 2， 则 对 某 一 整数 za，4=2/25 
A> ORR HEL AD 1/2. HATE > OE Ami 少 为 8， 
于 是 


1>6A 


—6(29-255414 D+ 2 ] 


3 
由 此 导出 
4g Tr 4S 20 4 T «4 
因为 
2<A+2 

KWQgistiir 

<4g9+2s+2t+9r 

<4 
我 们 得 到 


29 十 S 一 了 十 ?二 3 
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=4q+28+2t+r 
从 而 ` 


.g=8=t=0, r=3 
X fe aT EY 
A=1- (CH +-+ 5o 
7H Mo Mg 


Hig. Pim AMED 3, WA — hm ;至 少 是 4, 于 是 AD 1/12, 
HAR, WT em, = 2， 从 而 有 
> m. 79 l 
Fim Him AED 4, MAP Rb es, “FAD 1/20, d 
AER, Winfiim.23, A | 
1 
42 
HES CH AMMO TES HW (Or 2，3，7; 0; 0) 了 时 成 Xo 
为 了 便于 今后 引用 ， 我 们 把 它 叙 述 为 下 面 的 结果 。 

定理 10.4.5 对 每 个 具有 Nielsen KIRN HJE 90) ^9 
Fuchsia, 均 有 9 "5 zo. 4 2 


AZ 


h-area(N/G) ^ 


当 G 的 符号 差 为 “0，2，3，7; Os 0 时 等 号 恰好 成 立 ， 在 
这 一 情形 中 ， A, 
我 们 以 完成 定理 10.4.2 余 下 部 份 的 证 明 来 结束 这 一 节 。 
. LXEPR 10.4.2 的 证 明 ] 充分 性 。 已 知 记 号 (10.4.1) 
AE (10.4.25 ， 我 们 要 构造 一 个 以 〈10.4.1》 为 符 叶 差 的 
Fuchs tG, o 
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对 任何 正 数 4， 构 造 一 个 圆周 P(z，0) =& 和 一 个 有 
4g9+r+s+t 个 点 z; 的 集合 , 使 下 集合 均匀 地 分 布 在 这 一 圆周 
上 ( 且 以 自然 的 方式 编 序 ) 、 踊 zj2zj1+1 在 原点 所 对 的 角 为 
20， 其 中 


0 = 2X 2. 
8g 2T 42s £ 2t 
Apu ESN cha" Be A, 10, 4, 2A RR 54 5 45 
造 出 一 种 构 形 。 顺 便 指出 ，z:，…，zs 就 是 彼此 的 所 有 象 
点 。 


pz, 0) = d 


Z, = hi(zi) 


7 = z = hz 
zy = hi(z2) nc) xe 


图 10.4.1 


从 zs 等 出 发 ， 这 种 构造 重复 进 IT g-i, W ARA 
242341, (在 原点 张 成 角 890)， 以 及 映射 hi，……， 有 ,so 。 

利用 搂 下 来 的 7 RIL 252541, FA 如 图 10.4.2 所 示 的 映 
射 e: 构 造 构 形 (回顾 一 下 ， 整 数 m: 可 从 (10.4.1) BA, 
且 m; 宇 2)。ei; 必 是 m; 阶 的 椭圆 元 素 , 且 以 wj 为 不 动 点 。 这 部 
分 构造 说 明了 一 个 在 原点 处 为 2r6 的 附加 角 测 度 。 其 次 ， 再 
把 这 种 构造 重复 s 次 ， 不 过 在 现在 的 每 种 情况 中 ， 对 应 的 ww; 
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\ O18. pa. 0) = d 


图 10.4.2 
TEC le =1}) 上 ， 在 wj 处 的 角 为 0%0， 相 应 于 e; 的 映射 7; 是 抛 
物 元 素 。 . 
还 剩 下 i 条 MW, 8E 条 在 原 点 所 对 的 角 为 22。 在 这 些 弧 中 
的 每 一 条 上， 构造 如 图 10.4.3 所 示 的 构 形 和 双 曲 上 映射 pi。 
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其 中 


_ Ltd 
M= ( 1+2¢ ) 7 
现 己 构造 出 一 个 以 2j， Wi, Vi. wo A) LAT Bw JÉ L4 
FLUSH, ei, pi ME Sr Ho VHC BERR SEA uS REG 


Mon 也 可 能 [2 VA‘ 但 在 任何 情形 中 ， Bà Zis Boos 
eJI F ---G@- Batt, A cies ayn ay 


$ (d) a TAn EN 
f füe. PiESHR MTS Me, RITENE — de 定 的 
d, HO -2n, TÆ, Poincare FL ( 参 石 于 是 9.8.2) 
ERO POE, diu AI PX Bie REGI — 4 LA LD, 
Bax B See RAG AS m Ag RSE (10.4.12 , 
由 初等 三 角 学 ,有 (依次 应 用 图 10.4.1,10.1.2 和 10.4.3) 
«D cosh d = cob 0 cota 


cos 0 cos f; + cosCr / mj) 


|l osh dz 
(D cosh a sin 0 sin fj 


其 中 7 了 = 1， t. D. FFAG J =r +d, wees T + SIFF 4j fa] HE 的 
表达 式 ， 但 此 时 的 cog (r/m; BIR; 


cos 0, cos B;j+1 


iii coshd= : . 
Om sin 6, sin f; 


注意 到 当 4->0 时 ，a->x/2-9。 因 在 GD 中 有 
cos( + B 5) =cos(x EP ) *sin O sing, (coshd-1) 
J 


ted oll, di 
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Pin- 7-9 
m; 


[Bfgr« jxrsH[, WEXÉX[m;- + %m 作 适当 解释 。 在 (iii) 
中 有 
0,+pPj->1 
所 以 
| Bi>n- 8 
由 此 推出 当 4-~0 时 ， 有 


$)-e2n(29 -2 s 0 $10 7 L3 e 2n 
一 j 
2" i 
d> + okt, fBafuB; 都 趋 于 0 (注意 到 9.-~>9/2) , 因而 
在 这 一 情形 中 (zl)-0。 从 而 推出 对 某 个 适当 选 定 的 & 有 
@(d) =2x， 故 G 是 离散 的 。 
显然 G 凤 含 有 阶 数 为 m1,，…，m, 的 椭圆 元 素 ， 也 含 有 s 
个 抛物 元 素 和 :个 边界 元 素 ， 而 且 这 些 元素 并 不 代表 同 一 共 
WE CREE UA BS EAA EME EA Bi A A BAL) 。 
若 4/G 具 有 祁 格 g"， 则 把 Buler 公 式 应 用 于 与 之 等 同 的 多 边 
形 ， 有 
2—2g'—-s-t-1-(2g*T s 0) c (19m) 
因而 g" = g， 这 正巧 所 期 望 的 结果 。 m 


习题 10.4 


1. 设 G 是 韭 切 等 Fuchs 群 ，G 中 的 一 个 抛物 元 素 y 生 成 它 的 不 动 
点 ?的 稳定 枝 ， 试 通过 考虑 一 个 适当 的 某 于 * 点 的 极限 贺 域 互 ， 证 明 
T GDICÉSEULT AZ Gh i6 gE3LIEL E. 
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2， 斌 证明 ， 存 在 一 个 正常 数 6, 使 得 如 果 忆 是 某 一 非 初等 Puchs 
群 G 的 任 一 山 基 本 多 边 形 ， 那 么 PN WN 包含 一 个 半径 至 少 是 6 的 贺 失 。 
并 求 出 6 的 一 个 明确 估计 。 

3. WPIEH'BE-1,0, 1, SATHARN ANHA. AMPH 
群 4 的 一 个 基本 成 ， 其 中 C 由 

g(z)=2+2, h(z) 2=2/(224+1) 

生成 。 计 算 G 的 符号 差 ， 并 就 这 一 情形 详细 证 明太 :人 G 的 面积 公式 。 
求 出 G 在 模 群 中 的 指数 (这 是 Sez5ergy 引 理 中 的 一 种 特殊 情形 ) 。 


§ 10.5 基本 多 边 形 的 边 数 


在 这 一 节 中 ， 我 们 把 讨论 限制 在 第 一 类 有 限 生 成 Fuchs 
群 G 内 。 在 这 种 情况 下 ， 能 删 去 符号 差 (10.4.0) 的 最 后 一 
个 参数 ， 且 可 把 抛物 元 素 视 为 阶 是 m; = + Of SCR, SX 
样 就 能 把 符号 差 缩 短 为 (gi mi, oe, M); BE A OG 
圆 或 抛物 元 素 ， 则 可 缩短 为 (g : 0〉。 

定理 10.5.1 设 G 是 第 一 类 有 限 生 成 Fuchs 群 ， P 是 G 
的 任 一 一 凸 基本 多 边 形 。 假设 P 有 和 条 边 (其 中 每 条 边 都 不 与 
自身 配对 。 

O GRA SZC: myw, m.) CAT HER = 0) ， 则 

N<i2gt+4n-6 

这 一 E BE w Arp Dirichlet C GR Og JLP Br 
Aik hw 3) At, 。 

(ii) 若 G 具 有 符号 差 (g:0) , WN>49, 且 这 一 下 
界 由 某 个 P 达 到 。 


《ii WORT SE (gi mi, ty m,) 9 ^20, 则 
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Ni 4g+2n-2 
有 这 一 下 界 由 类 个 P 达 到 。 

[证 ] RPA ARER, e, CARRI 
ROn o’ 0c Carso 两 个 18 PRAE HD BERUHSL—7- CH 
必 有 一 个 出 现 )。 通 常 以 |CI 表示 循环 C 内 点 的 个 数 。 

于 是 


Cs) >1, — dejen 
IC 5| 23, dXin-cj«n-eA 
H. 
*3-4À 
N= $C; 
jel 
所 以 
0xcAx; CN — n) /3 
由 Buler 公 式 得 


2-29=1-(N/2)+n+A (10.5.1) 
消去 4， 便 得 到 不 等 式  M dii) 。 置 x=0, 并 注意 到 
n= 0 时 有 4 六 1， 由 《〈10.5.1) EA GD 中 的 不 等 式 。 

因 多 边 形 ? 有 入 条 边 ， 故 及 个 顶点 。 由 于 对 几乎 所 有 
BEN, MwA Oy Dirichlet iR A ICs) 21,1 jn 
和 10; |=3, jo. dk 

3A-N-n 
因此 G) 中 的 等 式 成 立 。 定 理 10.4.2《 充 分 性 ) 的 证 明说 
明了 《ii) 中 的 下 界 49 是 可 达 的 。 最 后 ， 同 一 证 明 中 类 似 的 
讨论 说 明了 (iiiy 中 的 下 界 也 是 可 达 的 ， 简 言 之 ， 不 仅 可 构 
造 一 个 多 边 形 ， 15 X 331-9 2528 (gi fa, t, ma-1) > ME. 
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还 可 找到 一 个 4 值 使 得 $ (d) = 2n/m,. CJ 
在 下 一 节 中 ， 我 们 将 研究 三 角 群 ， 即 具有 符号 差 (0. 
P, 93, T) 的 群 ， 其 中 (必然 地 ) 


> 
TER PIR JLP RAH be, XB Dirichlet Im 有 6 
条 边 ， 但 关于 这 种 群 的 通常 多 边 形 是 四 边 形 ， 在 某 种 意义 
上 ， 这 是 一 种 例外 的 情形 。 


$ 10,6 = A # 


这 一 节 专 门 研究 一 类 重要 的 Fuchs 群 ， 称 之 为 三 角 群 。 
粗 赂 地 说 ， 三 角 群 是 具有 挤 得 较 紧 的 轨道 和 最 小 基本 域 的 离 
散 群 。 先 建立 一 个 未 涉及 离散 性 的 几何 定义 。 

定义 10.6.1 称 由 双 曲 平面 上 的 等 距 上 映射 构成 的 群 G 为 
RAM (a, Bp，y), 当 且 仪 当 G 是 由 关于 某 个 具有 和 角 a,p， 
7 的 三 角形 的 边 的 反射 生成 。 

当然 ， 当 且 仅 当 a，B 和 ;y 非 负 且 满足 

0<a+pP+i+r<n 
时 ， 这 种 群 才 存在 。 任 何 两 个 这 样 的 群 ， 如 果 型 相同 ， 那 么 
它们 在 由 所 有 等 距 映 射 构成 的 群 中 互相 共 罗 (因为 角度 相同 
的 两 个 双 曲 三 角形 全 等 ) ,而 且 三 元 组 (a, B. y) ma. B 
和 7 的 顺序 是 无 关 紧 要 的 。 | 

下 面 的 例子 说 明 这 样 的 一 个 群 (其 至 是 离散 的 ) 具有 的 
弄 可 能 不 止 一 个 。 

例 10.6.2 设 了 :和 7: 是 如 图 10.6,1 所 示 的 两 个 三 角形 ， 
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相应 的 群 是 


0 i 1 


图 10.6.1 
G= «9,904,707 
CRAZ! (0, 2/2, n/3) , UR 
G= «0,054,077 
它 具 有 型 O, 0, 21/3) , Hn, oT IERT EH 线 
r=0, z-1/2füz —189 RN, Mo. |z| =1 的 反射 。 
Tq0,-0,T 
PLANG: HTG, Gi = C,, SEX b, BAXAR His E 
RARER, Ame. eae BP. 
注意 到 
h-area(T,) 22h - area(T) 
而 有 结论 ， 了 :不 是 G* 的 基本 域 。 口 
在 每 个 具有 型 (a，B8，y) 的 群 G 中 ， 有 一 个 在 4 中指 
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数 为 2 的 正规 子 群 G,, 即 由 6 的 共 形 元 素 组 成 的 子 群 : 称 Go 为 
RAM (a, B, V) AOI. Hide, enc. ENG 的 
ERA MG, 的 元 素 恰好 是 用 0; 组 成 的 长 度 为 偶数 的 字 , Go 
H (LE; UD 9190, 和 0s0, 生 成 ， 这 是 因为 
9€,0,;— (0;0,) !, OO0s= (0,0,) (0,0,) ! 
WR y A = AE PUL SDA A, THI ER HT o's 
作用 下 不 变 ， 那 么 010 ,以 v 为 不 动 点 ; MAY = 0, 则 ci o, 
VMI, Fy>0, Nie BARAK Mar hHA CR. 
AYE, G.Hp—Xs* ARE SRR Sf, ER, SAGA Am 
抛物 元 素 。 把 抛物 元 素 看 成 无 穷 阶 梢 圆 元 素 往 往 可 以 带 来 
很 多 的 方便 ， 在 下 面 的 讨论 中 ， 将 不 时 地 采用 这 一 约定 。 
如 果 具 有 型 (a，B8，y)》 的 群 G (或 其 相应 的 共 形 子 群 
Go) 是 离散 的 ， 那 么 Go 中 的 每 个 椭圆 元 过 是 有 限 阶 的 。 所 
以 ， 若 a，B，y 中 的 每 一 个 都 大 于 零 ， 则 它们 必 具 有 
kx/p, (k,p)=1 (10.6.1) 
的 形式 (rt 和 p 是 互 素 的 整数 ) 。 这 是 关于 离散 性 的 一 个 必要 
Ak, REE. RL, AAA, Ha, SPM 
FE, MECHA, =METHREE MME. EH, 
我 们 推出 车 8 是 离散 的 ， 则 2 的 两 个 不 交 象 用 包含 Co 的 — T 
基本 域 ， 所 以 《由 定理 10.4.5) 
h — area (7) >n/42 
HeH, Fa, Z 和 ?具有 10.6.1) 的 形式 ， 且 
x- (at Bey y<n/42 
《这 样 的 角 显 然 存 在 ) , MUNG MAE RAS. 
关于 离散 性 的 -个 充分 条 件 是 ，a， 有 和 y 具 有 形式 (是 
整数 ) 


376 


n/p, 2xCp« o (10.6.2) 

事实 上 ， 考 这 一 条 件 成 立 ， 则 直接 应 用 Poizacare 定 理 可 得 
GC 是 离散 的 。 然 而 ， 这 个 充分 条 件 不 是 必要 的 。 例如 在 例 
10.6.2 中 ，G, 具 有 型 (0, 0, 21/3), 但 它 却 是 离散 的 。 

(10.6.1) fü (10.6.2) 之 间 的 差异 是 很 容易 分 辨 出 来 
的 、 一 个 具有 型 (a, B, yo 的 群 离散 的 充 要 条 件 是 ， 它 也 
具有 某 一 〈 可 能 不 同 的 ) 型 (m/p, n/q, x/r) 。 例 如 例 
10.6.2 中 的 CG: 就 具有 型 〈0，Tr/2，xr/3) 。 这 一 结果 Mja 
将 在 本 节 中 得 到 证 明 。 

我 们 将 把 注意 力 限 制 在 离散 共 形 群 上 ， 并 采用 如 下 标准 
术语 。 

定义 10.6.5 称 群 G 是 一 个 (2，g， T) -三 角 群 ， MAM 
当 G 是 一 个 具有 型 (x/p, m/q, 2/7) 的 共 JE BEL 称 G 是 
三 角 群 。 当 且 仅 当 对 茶 些 整数 7,9 和 7,G 是 一 个 (Pp，g、7)- 
三 角 群 。 

从 有 关 (10.6.2) 的 附注 中 可 以 看 到 ， 三 角 群 必 是 离散 
的 。 于 是 引出 两 个 关于 三 角 群 的 结果 。 

定理 10. 6.4 一 个 群 6 是 C2, qs Mono 


* 9 è o è 8 c 
e 2 è e 9 o 9 — —— — — 0 ^ o o y o o o 


> e > * č è c9 a č «a è ù >ò s č o 


[定理 10.6.4 的 证 明 ] ”人 先 设 G 是 一 个 O, 9,7) = 
角 群 ， 则 @ 是 离散 群 G" 内 指数 为 2 的 共 形 子 群 ，G "是 由 关于 
TRA n/p, n/a, 1/TH= ABT MS AR XL RH 
Or, O2, CAE RAR, Poincarce WW, T'ARG'lüo—4- 
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基本 域 ， 所 以 
T-T*'Uc,(CT*) 
是 G 的 一 个 基本 域 。 故 G 显 然 是 第 一 类 的 。 
等 距 映 射 
g=0.0% hh=0.0, 
ERG, H. 
9 = hi = (hig) =I 
BHW10.6,2, TEgBUXRTCTEJH F, v. — THOSE CET. 的 邻 


lj 10.6.2 


BRAY S: ER v.) — POF ABR, ATLA, Ha T AE EAS BRI ME H, 
viv ABA FE vg S. AIAH T go JEU Fh 或 & Ig 的 任何 
Bo TEHKE, GE A ESO T EK, E 
WIS BILL Cg), Ch) 和 Ch 1g) 为 代表 。 
He uler AKA A/G Se, B 
2 一 2 上 =( 面 数 ) - GEO + MAZO 
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所 于 G 具 有 符号 差 O: P, 4, v». RAS, MAT B 
积 公式 也 能 证 明 & = 0。 

现 设 G 是 由 共 形 等 距 喘 射 构 成 的 离散 群 ， 它 具有 符 SX 
(0. 3，4，7),D 是 G 的 一 个 山 基 本 多 边 形 ， 它 含有 长 度 为 
NW;,，NWs 和 WW, 的 人 循环， 这些 循环 对 应 于 关于 p，g 和 7 的 共 圈 
类 。 还 假设 有 i 个 长 度 为 于 ,，…， 必 ,的 偶然 循环 ， 所 以 M 
宇 3。 显 然 ， 由 于 G 是 第 一 类 的 ，D 没 有 自由 边 。 

在 D 中 任 选 一 点 w， 连 接 w 和 D 的 每 个 顶点。 列 出 面积 
方程 ， 得 到 


DEN 1l. l l 
mi-(ytrt5z)) 
-h-area(D) 
=(N,+ Nat N+ Mt + Mijn ~ 20 - 2nd 


(bel 1) 


所 以 


i 

1= (Ne-1)+(Ne-1) + (N,-1) + SUM, - 2) 

j=l 

由 于 右边 !+3 项 中 每 一 项 都 是 非 负 整 数 ， 故 只 能 出 现 两 种 情 
hs Hj ` 

情况 1 ON,N.-N.-1H t=1, M,=3; 或 

情况 2 Ne No, N. CRSA) 1, 1, 2, AA 
存在 偶然 循环 。 

在 情况 2 中 ， 刀 有 四 个 项 点 ， 因 而 是 四 边 形 。 若 假设 Ny = 
.=1， 则 可 看 出 D 如 图 10.6,3 所 示 。 
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图 10.6.3 
对 应 于 Ne (=1) 的 循环 是 { V1} ， 所 以 ， 以 v1 为 端点 
的 两 条 边 被 配对 。 故 
pO, v0) = PCV, Vy) 
因而 8, =r ZUWA = ws， 所 以 


a, t fa - 0 t f. 


= (ay tant Bs + By) 


= n/p 
等 爵 三 角形 的 性 质保 证 了 线段 5，?2s] 是 四 边 形 的 一 条 对 
称 线 ， 所 以 在 这 种 情形 中 ，& 是 共 形 三 角 群 ， 它 所 关联 的 BÉ 
是 由 关于 以 ?1!:，2?，，2?: 为 顶点 的 三 角形 各 边 的 反射 生成 的 
在 情况 1 中 ，D 是 以 椭圆 (或 抛物 ) TE vu v0. vH 
唯一 的 偶然 循环 {ao ao as) 为 顶点 的 一 个 六 边 形 。 其 边 
偶 必 如 图 10 .6.4 所 示 , 其 中 已 把 D 细 分 成 区 域 8、,T, 和 了 ,。 由 
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4 


hw) = Av2) 


图 10.6.4 


h(a,) = gf (az) 
可 看 出 =gf Ca, AEG Ir UI HR) 。 于 是 易 MU 
ACT.) Ug (Ta) 是 以 Vis Vas Vas Av) C= gC) 为 顶 
点 的 基本 四 边 形 ， 而 且 使 情况 1 化 成 了 情况 2。 L1 
顺便 指出 ， 这 一 证 明说 明了 关于 三 角 群 的 凸 基本 多 边 形 


[定理 10.6.5 的 证 明 ] ”考虑 到 定理 10.6.4， 我 们 完全 
可 以 使 用 GG 和 G0 的 符号 差 。 由 
o<h-—area(A/G)<h-—area(A/G@G.)<2n 
可 看 出 Go 在 G 中 具有 某 个 有 限 指数 x (定理 9.1.3〉。%=1 的 
情形 是 平凡 的 ， 所 以 可 设 * 宇 2。 因 此 
h-area(A/Go) = kh -area( A/G) (10.6.3) 
z2h-areaCA/G) 
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HGS E1064, CARAS (0. p, 9, 7) , VEG 
ARABASE Co: tr €, t.) 邮 由 面积 公式 〈 推 论 10.4.4) 
得 

1 一 (J+ DU 1.) -k (29-24 2a- i) 

>0 


左边 最 多 是 1， 所 以 g =omt, He=1, Meri (否则 面积 
AO), H CHFisS2.h42) 有 


tei) 


<1 
然而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 否则 等 式 自始至终 都 成 立 ， 以 至 于 
Go 包含 抛物 元 素 〈( 因 有 P=g=7= +c) ， 但 G 却 不 含 抛物 
LR (At, m 0,9 71,72) 。 
由 此 推出 g= 0 且 (对 正面 积 ) 223. Fe 


1 i 1 


<1 
KHS, FPSB R5. n=5, MA=-2ASA X PBK 
立 ， 这 已 被 上 面 排除 。 故 2 = 3 或 4。 若 an=3， 则 G 具 有 符号 
3€ (0; ts t, t) ， 因 而 是 三 角 群 。 余 下 只 要 排除 g = 0， 
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n= 4 的 情形 。 
假设 9 = 0 且 2 = 4。 可 设 ? 委 4 委 2? 且 2? 委 4 〈 因 Co 包含 一 个 
阶 为 ?的 元 素 ， 故 G 也 含有 此 元 素 ) o M 


ELI 


H 
=k (Za - 7-2) 


>2 ($ +a- -2) 


21--—- 
D 


这 也 是 不 可 能 的 ， 除 韭 p = %m; 但 在 p=o 的 情形 下 ， 等 式 
都 成 立 ， 所 以 f=2 且 Go 和 G 的 符号 差分 别 是 
(0; 9, c, co) , (O: 2, 2, 2, œ) 

然而 由 定理 10.3.4 知 ， 这 已 被 排除 。 C] 

最 后 , 我 们 把 注意 力 放 在 任意 (a, 2, v) AD 35 7E HE 
上 。 已 知 这 些 群 由 椭圆 或 抛物 元 素 9g 和 生成 '，g 和 使 一 个 
具有 对 称 线 的 四 边 形 的 边 配 对 ， 如 图 10.6.5 所 示 。 反 之 ， 给 
定 这 样 一 种 构 形 ， 很 显然 49，8) 是 具有 型 Ca, B, vd 的 
共 形 群 。 注 意 到 关于 woe v 的 反射 使 2, 和 wv 互 换 ， 而 有 
结论 (v, v4) E (Vis Va) EX, 

定理 10.6.6 HAE Ca, B, 70 的 共 形 群 离散 的 


充分 必要 条 件 是 ， ER MEAS 000000 
[iE] 由 定义 可 知 ， 三 角 群 是 具有 某 个 型 (0. B. 0 
揭 离 散 共 形 群 。 现 设 G 为 具有 某 个 型 Ca, P, y) 的 离散 JC 


383 


l| 10.6.5 


形 烙 ， 由 定理 10.6.5 推 出 ， 只 需 构 造 一 个 三 角 群 ， 它 作为 G 
的 子 群 出 现 即 可 。 参 考 图 10.6.5， 有 三 种 情况 要 考虑 。 
情况 1 9 和 1 都 是 本 加 元 素 。 

因 C 是 离散 群 ，9 和 8 都 是 有 限 阶 元 素 ， 设 9 和 的 阶 分 别 
为 p 和 gqg。 则 在 (9) 中 存在 县 有 旋转 fu2x/phy X 95. E 
(h) 中 存在 具有 旋转 角 2ryVg 的 某 个 六 。 在 G 中 取 9: HH PICH 
9.70%, 1936 SE CR hu, ERA RS hLDA ORE 
不 相同 ， 又 尽 可 能 地 接近 。 由 于 2 的 象 不 以 2 ARR, jee 
可 以 做 到 的 。 

现在 从 [ww， 忆 的 两 端 引 测 地 线 与 之 交 成 角 x / PL / q. 
构成 一 个 四 边 形 ， 如 图 10.6.6 所 示 。 这 些 测 地 线 必 在 基点 z 
和 y 处 相交 (交点 可 能 在 无 穷 远 圆周 上 ) ， 因 为 否则 有 (由 
7.1075) 
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图 10,6.6 


1+cos(a/p)cos(a/q) 


coshp (u,v) > sin (1/2) sin x/q) 


 1-*cosa cosy 
sin a sin y 


> 


= 


cos f +cos acosy 
sing siny 


= cosh p(v,,v4) 
这 与 ws 和 ?的 选取 相 了 矛盾 。 此 外 , nr EER (2, y) 
5 (u, v) TE. 
注意 到 
f= G) h 
以 z 为 不 动 点 ,并 且 是 关于 (x.v2 的 反射 0,, 。 与 关于 [z, 4) 
的 反射 rc， ,的 复合 (事实 上 f= Ou, Fu, 0 On, 0.00, 
而 有 绪论: 车 x 在 无 穷 远 圆周 上 , 则 f 是 抛物 元 素 ,而 且 (Jas 
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ha Xk—^ (p. 4. ©) -三 角 群 ， Hae 是 一 个 有 限 点 ， My 
是 有 限 阶 顶 圆 元素， 从 而 在 z* 处 的 角 具 有 4z/r 的 形式 ， 其 中 
(b, v) =1 (而 且 f 是 转角 为 2x8/7? 的 一 个 旋转 ) 。 于 是 存 
在 某 个 环绕 x 点 ,转角 为 2n/7 的 反 时 针 方 向 旋转 fo 若 * 宇 3， 
则 了 (2) ER E Fu, 但 它 不 是 x。 这 就 与 5 和 ?2 的 选取 了 予 
Jü, tek = 1 或 2。 若 t= 1, 则 在 zx 处 的 角 为 Xx/7， 而 且 (g. Ra) 
ÆA Q, q, r) -ZAR HR=2, WW 
fi-9..,07.. 
Afi Ga, f, G6 fy —-P 2, q, 7) -三 角 群 ， 它 关联 着 
一 个 顶点 为 x-，v， 纪 的 三 角形 。 这 就 在 情况 1 下 完成 了 证 明 。 
情况 2 9 是 档 加 元 素 而 4 是 妮 物 元 素 。 在 ?中 讨论 之 ， 
Aho 为 不 动 点 。 因 连接 9 和 有 的 不 动 点 的 直线 必 是 四 
边 形 的 一 条 对 称 线 ， 所 以 这 一 情形 如 图 10.6.7 所 示 。 


HB] 10.6.7 


v. 的 轨道 包含 了 一 些 最 商 的 点 〈8 是 以 o HR sos B8 
物 元 素 ， 这 实质 上 是 Jorgensen 不 等 式 ) ， 而 且 这 一 对 称 
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TAE ay xb o. i OR ARR, 用 环绕 该 点 转角 为 
27/7 的 旋转 代 林 g 来 完成 ， 其 中 p 是 元 素 9 的 阶 数 。 册 于 原来 
TE v, 处 的 角 不 少 于 2rVp， 所 以 新 图 形 给 出 的 四 边 形 恰 如 图 
10.6.7 所 示 。 不 过 ， 我 们 现在 可 假设 v2, 是 其 轨道 中 的 最 高 
P RELV, 处 的 角 为 27/7。 

车 9=0， 则 《g， 有 ) 是 一 个 (p, o c) -三 角 群 。 FF 
O>0, NRPS HBr, Oaka/r, BkSe, ME 
EG rhy YS EE fav FRE fh Zy2a/vrüude BS, HFC) 
有 上 比 大 的 虚 部 。 然 而 这 是 不 可 能 的 。 故 E =1 且 g, ^» f 
G 中 的 一 个 (?，r，c=) -ZAR 

在 五 :内 讨论 之 ， 且 设 g 以 0 为 不 动 点 ，% 以 % 为 不 动 点 ， 
这 一 情形 如 图 10.6.8 所 示 。 者 92=0， 则 (9，j 是 一 个 《=， 
e, o) -三 角 群 。 若 9>0， 则 可 构造 一 个 群 人 4f，8)》 ， 甚 


图 10.8,8 


387 


中 = 89 -1 是 椭圆 元 素 ， 这 就 把 情况 3 化 成 了 情况 2。 a 


习题 10.6 


1. WEN: 如 果 G 是 作用 在 4 上 的 Puechs 群 ， 下 h-area(4/G) 
<I/3， 和 那么 G 是 一 个 三 角 群 ， 并 且 上 界 I 世 /3 不 能 再 改进 。 

2. WEH: 如 果 G 是 具有 某 一 型 (a, p VHRR, BA 
它 怡 具有 一 种 型 C7/p, m/g. TT/r) o 

3. KüikHeckefüÉRH,. (g=3, 4, "OBS RE TES (0: 2s gs 
o) M-TH, JEUEPR E 4M o gf — Pr 本 
MERER. 

4. vis v2» vas vi EVM iy BA {zl =1} 上 的 不 
AUR. ghee wae, WE 

glv) = vi, g(v3) = v4, Rvs) = vs, hlv) =v: 

试 证 明 g-!h 是 抛物 元 素 的 充 要 条 件 是 交 比 [v1， Bis vss 094] 取 一 个 
WRB. G=(g, 1) 是 离散 的 吗 ? 无 论 如 何 ， 这 个 四 边 形 不 是 G 的 
基本 域 ， 除 非 g~!h 是 抛物 元 素 。 


§ 10.7 注 id 


关于 有 限 条 边 多 边 形 的 信息 ， 可 参看 [9), C10), 
C34) , C352 , C382, C46) , C58) , C76) , BRY 
被 Hedlund 所 研究 (参看 (51) ,181 页 ) ,也 可 参看 〔8] 和 
C109) , X FJ WE AF TP BE Do £i JR. nf dde) [49] 和 
(972 。 关 于 对 三 角 群 的 讨论 ， 参 看 C480 (讨论 上 共有 形 
如 Xa/5 的 角 〉 和 (653 。 
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Co 
Fuchs 群 上 的 万 有 约束 


8 11.1 离散 的 一 致 性 


本 登 讨 论 Fuchs 群 所 显示 的 一 致 离散 性 ,由 于 在 初等 群 类 
中 找 不 到 任何 一 致 性 ,这 一 类 群 必 须 被 认为 是 例外 的 。 就 某 些 
方面 来 说 ， 把 三 角 群 也 作为 例外 群 是 适当 的 。 通 常 , 关于 一 致 
离散 性 的 精确 的 定量 表达 式 对 于 三 角 群 表现 为 一 种 依赖 于 符 
号 差 的 特殊 形式 ， 而 对 于 所 有 非 初 等 非 三 角 离 散 群 则 表现 为 
与 符号 差 无 关 的 另 一 种 确定 的 形式 。 因 此 ， 人 们 之 所 以 把 三 
角 群 作为 例外 情形 是 由 于 一 致 性 的 性 质 而 不 是 其 存在 性 。 

我 们 将 讨论 一 致 性 的 下 列 几 个 方面 。 

CD 基本 多 边 形 顶 点 循环 的 分 布 。 对 顶点 循环 的 几何 
约束 是 什么 ? 关于 偶然 循环 能 说 些 什 么 ? 

(2) 等 距 映 射 群 上 的 几何 约束 。 例 如 , 一 个 离散 群 中 的 
Pa A oS RBA SUE? 对 双 曲 元 素 的 平移 长 度 有 何 约 
Æ? 

CD 典型 域 的 位 置 。 典 型 域 是 在 7.37 节 中 定 L, dA 
定义 不 依赖 于 离散 性 。 加 上 离散 性 条 件 之 后 能 说 些 什么 ? 对 
于 商 空间 ， 这 又 意味 着 什么 ? 

(4) EARP, gz) .这 和 在 入 前 已 讨论 过 A 如 参 


看 定理 8.3. D 。 若 出 现 椭圆 元 素 ， 又 能 说 些 什 么 ? 
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(5) d AARRE RE ERS29 OK 这 方面 的 一 个 典型 例子 是 
JorgensenA SEX, 

这 电 列 出 的 结果 并 不 构成 对 离散 一 致 性 的 完整 的 全 面 的 
描述 。 然 而 ， 从 几何 的 观点 来 说 它们 表明 了 这 些 结果 为 什么 
必定 存在 ， 并 且 为 这 一 类 型 的 进一步 结果 提供 了 参考 。 

钱 插 地 说 ， 在 这 里 我 们 的 做 法 是 应 用 简单 的 几何 思想 来 
得 到 一 般 的 约束 ;对 甘 些 (相对 来 说 常 是 极 少数 三 角 群 ， 
这 些 方法 可 能 会 失 沼 。 对 这 些 群 ， 要 求 读者 提供 独特 的 计算 


结果 。 


$ 11.2 关于 顶点 循环 的 通用 不 等 式 


在 这 里 将 建立 一 批 一 般 约束 ， 它 们 必 被 Puchs 群 的 基 


满足 。 
首先 ， 考 虑 一 个 作用 在 豆 2 上 的 下 xcps 群 G， 其 中 9(z) = 


2z+1 属 于 G 且 生成 = 的 稳定 核 。 在 这 种 情况 于 ， 我 们 可 构造 
一 个 基本 域 〈 就 如 在 9.6 池 中 那样 ) ， 即 在 所 有 等 距 圆周 的 
外 部 而 位 于 任 一 宽度 为 1 的 带 域内 部 的 区 域 。 注 意 到 在 此 情 
形 下 ,每 个 顶点 循环 必 位 于 某 个 极限 圆周 ImCz] = const ke 

适当 选择 垂直 带 域 ze<<z<zo+1l， 我 们 可 设 顶点 循环 是 
w; (7=1 2+1) , Hw, =u, +iv; H 

Bo = Uy, uy Ue dol 

现 构 造 三 角形 7 了; 具有 角度 9;， 如 图 11.2.1. 

注意 到 了 ;位 于 一 个 基本 域内 《由 山 性 〉 旺 考虑 到 循环 
(wy) 的 角度 总 和 ， 我 们 有 
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(11.2.1) 


其 中 循环 (06,0 上 共有 阶 9 (对 偶然 循环 ，4 = 1) o AETH 
r+- 轴 上 的 欧 氏 投影 ， 显 然 有 


21v col 0;- 
由 Jensen 不 等 式 (1.2.2) , An CHE TH 01.2.0) 
cotGr/qm) «cot! 210, 
«Scot O; 


=]/2vn 
由 此 导出 下 面 的 结果 。 
定理 11.2.1 在 一 个 作用 在 有 ?上 的 Fuchs 群 G6 内 ， 假 设 
q:2 >a + E Roo RS BE Dons e, Wy E THU 4 的 特 


ae 
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Imtwj)x = |. tanta/qa) 


因 对 偶然 循环 有 9 = 1B 23, PEAR AT 到 以 下 结 
Feo 
推论 11.2.2 车 定理 11.2. LAG Ce.) 是 偶然 循环 ， 则 


Imtw;x«- l ban (a /3) = we 


3 
eee 


sinh] Pwj gw) SY 3 


推论 11.2.3 若 定 理 11.2. 1 中 的 (wy) Fe Arg Bo s TE 
循环 (423), 则 


Imtw;J« $ Van Gr/g) 
sinh 2 0005,90 21/tan (1/9) 


在 11.3 池 中 将 会 看 到 ， 推 论 11.2.3 中 的 界 是 景 佳 的 。 

我 们 也 能 得 到 关于 Dirichlet 多 边 形 边界 上 偶然 顶点 的 
不 等 式 。 

定理 11.2.4 设 G 是 非 初 等 Fuchs 群 ,v1， ** 0, Je AUDA 
wiDivichler saws ERPINA. 0 


(i) dno, Rilcosh p(w, vj) S1/tan® (a/n) 11-8900 
1) zin 4, 则 cosh p(w, vj) 不 小 于 某 一 绝对 党 


. © s >è è č e è a 
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Bu (>1) ; 

GD mesih Tee RIOT, 

如 果 C 不 含 椭圆 元 素 ， 那么 对 所 有 的 " 值 均 存在 一 个 一 和 
的 下 界 。 


EAM. 2.5 CRGA MUERE MEEN. 如 


ee 


然 循环 ， 那么 


cosh p(w,v,;) =v 2 

[定理 11.2.5 的 证 明 ] 循环 op 位 于 圆周 C 上 (比方 

说 (:p(.w)-r)Oo 且 至 少 包含 三 个 顶点 ， 满 足 
V,=9(U,), Vs =A) 

设 G 是 由 9 和 8 生成 的 群 。 若 G 是 初等 群 , 则 它 是 以 一 个 抛物 
元 素 或 双 曲 元 素 了 为 生成 元 的 循环 群 。 无 论 在 哪 种 情况 下 ， 
Ary, va Vs 不 可 能 位 于 同一 个 圆周 上 ， 因 此 Go 必 为 非 初 等 
群 。 由 定理 8.3.1， 知 有 


sinh 3-plv, gv,)sinh pv hv.) 21 


而 
pG;,gv)0- PCV, Va) 
LPV, WwW) + PCW, V) 
| 220 
对 1 有 同样 的 结论 。 从 而 推出 sinhy 之 1， 这 就 是 所 要 证 的 结 
果 。 C] 


[2:38 11.2.4859 UEBH] 由 于 所 有 各 项 在 共 轿 变换 下 均 不 
变 ， 我 们 可 设 G 作 用 于 4 上 ， 且 ww=0。 从 而 点 2 位 于 某 个 
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ll Ap (z,0) =7 上 (可 假定 进行 了 循环 编号 ) aM (vs, 
Vier) 《不 含 任何 其 它 的 ?;) 在 原点 所 对 的 角 是 20; 征 . 


由 于 循环 长 度 至 少 是 3, 所 以 至 多 在 在 一 个 j 使 得 2 ; mx. 

则 2@ ; «n, WTR AE 490, v. Usa 1629022,,0,,0; B — POET ; 

位 于 Diric&tet 多 边 形 内 ， 且 由 于 循环 的 角 庆 和 2922, ii 有 
之 0j<a 

注意 到 由 7.12 节 CRIT 7 的 一 半 ) 可 得 (参看 图 11.2.2) 


cosh r tan 6,;tan a;=1 


图 11.2.2 


于 是 ， 要 么 每 个 wj 小 于 /2 因而 有 


D9; +4; <20 


j=l 
要 么 恰 有 一 个 &;〔 比 方 说 @,》 至 少 是 x/2 此 时 
n= 1l 


DG; + jon -a.32/2 
j=] 


在 这 两 种 情形 中 , 某 个 + 8 SEP GEO TED EE Sb 
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是 2X/7( 由 于 n 宇 5》 , BrDMDX E, OH (参看 1.2.3 节 ) 


tan a,tan @,<tan? ( 8, L- ) 


< tban? (n/n) 

这 证 明了 G) s MERT, ArAw, XX HN EE 
何 信 息 。 

n= 4 的 情形 要 更 复杂 一 些 ，〈iiD 的 证 明 将 在 11.6 节 中 
给 出 。 

为 证 明 Gil) ， 构 造 一 个 如 图 11.2.3 所 示 的 多 边 形 已。 
这 个 多 边 形 有 四 对 边 , 旦 具有 边 偶 元 素 9 (都 是 2 阶 元 素 )， 
hg OX Ht) 和 (抛物 元 素 ) 。 


由 Poincaré 定 理 可 知 ，P 是 由 ,9g 和 % 生 成 的 非 初 等 Puchs 群 
的 一 个 基本 域 。 
当 目 仅 当 9 过 /6 时 ， 这 一 构造 才 是 可 能 的 ， 此 时 有 


cosh ż sin(n/3) =cos 09, 2¢= p(vi, v) 
因此 可 以 证 明 当 9->x/6 时 有 it->0+ 。 事 实 上 ， 每 个 wy 到 w 的 
距离 是 相同 的 ， 且 
cosh p(w,vptanta/3)tanð=1 

所 以 当 86->x/6 时 ， 有 PC(w,21) +0, 

以 下 只 要 证 明 2? 实 际 上 是 关于 << 志 9 > 的 一 个 以 到 为 
中 心 的 Dirichlet 多 边 形 D(w) 。 由 f 所 配对 的 边 是 线段 Cw, 
fwj 和 Cw,f-!w) 的 垂直 平分 线 ; 对 hg 有 类 似 的 结论 。 共 次 ， 
组 成 楼 (vi v22 BS PA Re lw, guinea eae E: 
对 [v1,，vs1 有 类 似 的 结论 。 由 此 推出 PP 包含 Dirichlet 多 边 形 
Diw) ;又 因为 P 是 一 个 基本 域 , 所 以 它 必 是 D(w)》 , 口 

例 11.2.6 给 定 任 一 整 数 %,，k 宇 2， 我 们 可 构造 一 个 作 
用 于 4 上 的 Fuchs 8E G， 它 以 一 个 正 多 边 形 为 基本 域 ， 这 个 
正 多 边 形 有 4 条 边 且 所 有 的 顶点 和 位 于 一 个 偶然 循环 上 (参看 
10.4 节 ) ,参考 定理 11.2.4(i) 的 证 明 , 求 得 a, =0; = 2 /4k, 
所 以 在 这 种 情形 下 ，(i》 Basi CRX 形 auk 
fon) 定理 11.2.4〈i) 是 最 佳 的 。 

最 后 ， 我 们 来 考虑 无 界 的 基本 多 边 形 〈 尽 管 下 面 证 明 的 
思想 显然 可 以 扩展 到 其 它 情形 ) 。 

定理 11.2.7 _RDERT Fuchs m 个 基本 多 边 


e 9 © © 9 9 9 o 9 9.9 € 
e s è >» e > 


how. L)=— 1 
cosh plv, uU 
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[证 ] BAw, wa CARARE ALTON, 所 以 这 
个 三 角形 在 "点 的 内 角 不 会 超过 2/z*。 这 说 明 2" 不 能 与 过 太 接 
Xr; 数值 计算 的 细节 留 给 读者 去 完成 。 O 

注意 ， 这 一 结果 表明 ， 在 09D 上 没有 椭 辕 不 动 点 属于 两 条 
与 也 成 zx/6 角 的 超 圆周 之 间 的 透镜 状 区 域 。 


习题 11.2 


1， 导 出 一 个 业 似 于 定理 11.2.4 中 〈i) 的 不 等 式 ， 使 它 能 应 用 于 
Dirichlet 多 边 形 边界 上 的 g 阶 椭圆 循环 。 

2, 推论 11.2.2 中 的 界 是 最 佳 的 吗 ? 

3. 设 D 是 Fuchs 群 6 的 一 个 吓 基 本 多 边 形 。 试 证 明 ， 如 果 存 在 某 
个 刀 使 得 了 D 的 过 位 于 平分 线 { z: o (zyw)=Pp(lz,9gw) } 上 ,geG， 那 
么 DD 是 以 ww 为 中 心 的 Dirichliet 多 边 形 。 

4. 设 D 是 作用 在 4 上 的 Fuchs 群 G 的 一 个 廿 基本 多 边 形 ， 且 包含 
一 条 测 地 线 。 试 证 明 ， 如 果 ei, ve} 是 0D 上 的 一 个 偶然 M 
环 ， 那 么 

cosh pws L) +t +cosh pwel) 


za/sin( Xa a 


34 0 JE R—T gM MBA, DRA SA. 
5, 参看 图 11.2.3， 证 明太 49 是 抛物 元 素 Gif -aP.hg-ay, 
其 中 wa，68 和 ?是 反射 ) 。 


$11.3 Hecke f 
在 这 一 池 中 ,我 们 研究 一 类 瓦 ecfe 群 ,在 下 面 的 讨论 中 ， 


它们 作为 例外 群 出 现 。 
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定义 11.3.1 所 谓 恕 ecte 群 ， 指 的 是 对 满足 3 和 9 入 + 0 
的 某 一 整数 "具有 符号 差 C0. 2,9, o) 的 三 角 群 。 
it 
gz) = 一 L, h(z)=z+2 cos(x/q) 


m g, 2) RATE (0:2, q, ©) AIRF qg, h) 的 一 个 基 
本 域 ， 如 图 11.3.1 所 示 。 因 为 具有 相同 符号 美的 二 个 三 角 群 
Jt fg , de ay NE fe] Bg PSHE (0; 2,9,90 B Heckesk dt 98 
TGO.D. MERE, Ayen ACHHEDCR, CA — Aw 
的 一 个 顶点 为 不 动 点 。 


—cos(n/q) 0 cos (n/q) 
Hb 11.3.1 
Je iy ^E XL OCA PR ETE AR Se 199 z +1, 有 时 是 方便 的 。 

此 时 ，9 变 为 

98(2) = —1/4zcos? (x/q) 
它 是 2 阶 椭圆 元 素 ， 以 i/2cos (x/9g》 为 不 动 点 。 注 意 到 在 这 
种 标准 化 下 ， 阶 为 g 的 不 动 点 ww 满足 
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Imtw3- + tan (x/q) 


这 说 明 推论 11.2.3 是 最 佳 的 。 
PF Ze Ey BPR EDA Heckeff, 
命题 11.5.2 设 G 是 具有 抛物 元 素 的 Fuchs 群 。 车 G 有 一 一 


se 


q, 9) PIKI to, Be (03 q. ©) 其 中 g = 3,4 或 5。 

[证 ] 因为 基本 多 边 形 的 面积 有 限 ， 故 G 具 有 符号 盖 Ck: 
ma, t, May ©) 《由 于 已 知 G 含 有 抛物 元 素 ， 故 出 现 =) 。 
"me 


2z3C2b-2 8 $10 - 2 )-123«m (11.3. DD 
gel ; 
ie dm;-2mn 
4k + n3 
Mimt=08 (对 正面 积 》%w=2。 有 了 这 些 信 息 , 由 (11.3.1) 
便 可 得 到 


因而 min {mi,m;} 才 3, 于 是 很 容易 推出 所 要 证 明 的 结 杂 。 D] 
定理 11.3.3 TG xk —^ Hecke BE, G 是 一 个 包含 Go 的 
Fuchs, 则 C = Gas f 
[证 ] 可 设 8 作 用 在 如 :上 ， 所 以 
kh-area(H*?/G)-h-area(H?/G,) (11.3.2) 
其 中 《是 Go 在 G6 中 的 指数 ,由 假设 可 知 ,G。 上 共有 符号 差 0， 2, 
?，c) ， 故 G 具 有 命题 11 ,3.2 所 述 的 一 种 符号 差 。 
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T2, Mil 
h-area(H?/G) <n/2 
所 以 G 也 是 具有 符号 差 (0: 2, p, ©) 的 Hecke 群 《参看 命 
题 11.3.2 的 证 明 》 ,这 与 (11.3.2) PA ARE - 1H.G = Go。 
作为 另 一 种 证 明 ， 可 回顾 一 下 ， 对 于 任何 包含 Co 的 群 来 
说 ,图 11.3.1 中 的 三 角形 顶点 上 的 那些 z 阶 椭圆 不 动 点 共有 最 
大 虚 部 。 特 别 是 ， 它 们 在 G 中 元 素 作 用 下 的 象 不 可 能 有 更 大 
的 虚 部 ， 因 而 这 些 不 动 点 必 位 于 G 的 相应 基本 域 D 的 边界 上 
(D 是 按照 9.6 节 中 的 方法 构造 的 基本 域 )。 由 凸 性 推出 p 包 
含 该 三 角形 ， 又 因 G 二 Go， 故 D 就 是 此 三 角形 ,从 而 G = Go. 
C] 
习题 11.3 
1. 参看 图 11.3.1， 试 证 明 hg 是 关于 具有 公共 顶点 ww 的 两 竹 边 的 
有 反射 的 复合 ， 因 而 是 围绕 点 ww 的 转角 为 271/g 的 旋转 。 
2， 试 证 明 ， 如 果 G 包 含 抛物 元 素 ， 且 h-arealH’:/AG) 达 27/3， 
则 G 是 厂 ecke 群 。 


8 11.4 了 迹 不 等 式 


本 节 的 有 目的 是 得 到 必 被 能 生成 非 初等 离散 群 的 两 个 元 素 
满 是 的 一 些 代数 不 等 式 。 
定理 11.4.1 假设 两 个 抛物 元 素 9 和 生成 一 个 非 初 等 


e 9 è è è ù ù * . LP . . >» . 


C1) tr(g, hI 18; 
(2) tr£€g.h} =2+16cos'(x/r), 日 G 具 有 符号 差 
(0: 2,7, œ); 


409 


(3) tr€g,4}=2+16 cos*(x/2r) , 且 G 具 有 符号 
差 (0s r, 9, œ), mm 
[证 ] Bike, nDWEGÍIEJRBDTH' EL, H 
h(z)-2z-1, gz) =2z/(ez+1) 
不 妨 设 ec>0《〈 必 要 时 可 以 使 用 9-:) 。 因 为 


irCg,h1- ir(h,g1-24c* (11.4.1) 
故 三 种 可 能 等 价 于 
(1) c> 7n 


(2) c=2+2 cos(2y/r}); 

(3) c=2+2cos(n/r), 
由 于 Jorgensen 不 等 式 ， 即 c 之 1 成 立 ， 若 设 CD 不 成 立 , 则 
有 1 硅 c<4。 现 构造 一 个 四 边 形 ,其 边 由 yg 和 g ! 的 等 距 圆周 及 
直线 z+ = 1/2 和 2z = - 1/2 组 成 ;参看 图 11.4.1。 显 然 ,1 委 c<<4 蓝 
含 点 2 的 确 存在 。 

考虑 关于 zx = 0，z = 1/2 和 | cz -1| = 1 的 反射 ， 知 19-: 是 


| 
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关于 ww 点 转角 为 29 的 旋 链 。 所 以 对 某 个 Ehr (可 设 它 们 互 
素 ) ,有 
üzkx/vr, c=2+2cos(kn/r) 

4dib-i1-6r-c, M a PA Poincaré 定理 而 稚 出 ， 访 四 
WIECH ~THABVIB AGA AT SRE (0r, o, ©), 
这 是 情况 (3) 。 

车 之 2 且 7? 有 限 ， 则 在 G 中 存在 其 个 f{， 它 是 关于 ww 点 转 
角 为 2r/r 的 旋转 。 在 这 种 情况 下 ,构造 一 个 如 图 11.4.2 所 op 
POPU. MIR. het, Ain/r=0/k< 6/2, ipm 
=MAFAbSn/2, 


TH, FALE A, $, ps 2777 的 四 边 形 在 4,f) 作用 下 
〈 因 而 在 作用 下 ) PREGAME CA Aw ih RRE 
曲线 谈 四 边 形 的 销 每 次 覆盖 一 小 段 固定 距离 ,从 而 G6 有 一 个 
MREBAn- (2n/r) 的 基本 域 。 命 题 11.3.2 说 明 G 是 具有 
FS (0. v, s, 9 的 三 角 群 ， 其 中 :由 7 导出 。 故 
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an(i~ 1 A) <an- 2g - 
ry s 


2T 


<a- r, 


这 说 明 s = 2， 所 以 上 式 中 的 等 号 都 成 立 且 $= r/2。 由 少 = 
T/2， 知 0 = 27/7， 于 是 上 =2，7=Ti 这 便 是 情况 (2) O 

定理 11.4.2 ”很 设 ?是 抛物 元 素 且 9 和 1 生成 一 个 非 初等 
Fuchs#iGc, Wi 

(D trtg,k3>3s 

(2) #3<treg, h3«0, 那么 G 具 有 符号 差 (0: 2, 

Gs co) HL 
“trcg,hJ=44+2 cos (21/4); 
(3) #brlghI<18, MACH AMBIT. 
5 证 ] SWEGIER T H* ER, 


h(z)2z1, g(z)- —— o- 


E mad-bc-i, c0, d (11.4.1) 成 立 可 知 C1) 就 是 
Jorgensen 不 等 式 。 为 证 明 (2), WtirCg,h3-osE Sir 地 
c<2。 这 意味 着 G 有 一 个 基本 域 ， 它 在 9 的 等 距 圆 局 之 外 而 
OF RHIV—-P+ER PRA, 参看 图 11.4.3。 因 为 8 的 等 距 
区 局 的 欧 氏 直 经 大 于 1， 所 以 喇 21/G 的 面积 小 于 xr, AMOR A 
命题 11.3.2 中 所 给 符号 差 的 一 个 。 

再 注意 到 g =0,01, 其 中 0 是 关于 L1( 由 lez + d|z 1 给 出 ) 
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(-4/)-3 ac (dje) +} 
图 11.4.3 
的 反射 ，0 :是 关于 坚 直线 工 : 的 反射 。 对 任意 选 定 的 整数 es， 设 
工 是 工 ,平移 n/2 欧 氏 意义 下 的 距离 ) 所 得 到 的 直线 。 则 
h*g = (TT) (62%) 
= 0s0, 
ike 0 :属于 G。 
现 设 L 是 与 工 , 正 交 的 坚 直 测 地 线 ; 参 看 图 11.4.4。 通 过 取 
ELI AR REE PRB Ny 可知: 与 相交 于 一 点 w, 设 交角 
Ly 


Ly 
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为 上 。 则 hg 愉 刀 为 不 动 点 ， 并 且 是 关于 点 包 转 角 为 2$ 的 一 个 
旋转 。 显 然 ， 若 t 是 和 工 ,之 间 的 距离 ， 则 :<<1/4 且 
cos ó -ct 


i 
73 


A 2/3, Hx n/2. " i 
EPEAZ Aw, Me=kn/p, (k, p)=1. Dile 


-<b/p< -i . (11.4.2) 
样 ， 由 推论 11.2.3 有 
tan(n/p) >2ImCw) 
= 2(1/c)sin¢ 
之 sin (x/3) 
= 5/2. (11.4.3) 


所 以 p=2，3 或 4。 对 这 些 p 值 ，(11,4.2)〉 的 唯一 解 导出 $ = 
T/2，Pp=2，w=5。 因 此 G 包 含 象 1 这 样 的 二 阶 椭 图 元 素 , 它 
以 6 为 不 动 点 。 

若 G 具 有 符号 差 (0:3, g, ©) ， 其 中 4=3 或 4 或 5， Mi 
必 有 4 =4《【 因 为 feG) 。 但 在 这 一 情形 下 ,zw 是 一 个 四 阶 不 动 
Ay 所 以 

: 2imtwi<tan(n/4 
=] 
XX5 (11.4.30 A. MOMEBAAASE (012,9, 9) 的 
Heckeft, 元素 4 和 f 生 成 8 且 使 如 图 11.4,3 所 示 的 三 角形 的 
迪 配 对 (fF 使 边 [6，z12 和 C6，z,J 互 换 ) 。 考 虑 其 面积 ， 有 
n- 2n/gan 20 
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所 以 0 和 之 x/9。 另 一 方面 ，G 中 旋转 的 最 小 转角 为 2n/g， 故 
20>2n/do KUO = /9g 且 
c 22 cos(x/q) 


它 就 是 (2), 
车 G 不 含 椭圆 元 素 ， 则 c 宇 4 (参看 定理 8.3.1 的 证 明 ) 。 
所 以 (3) 成 立 。 Cj 


用 椭圆 元 素 代 替 抛物 元 素 ， 成 立 着 类 似 的 结果 。 
定理 11.4.3 eee chor. mick 


e e è > >» @ © o © č ò č ù 8 $9 œ 
e 9 e © č è 9 5 


e + > >» è c9 œ 


D trcf, gJ22- 4 cos? (n/n) 23 

(2) Hr*(g) — 4| + ItrCf, g3- 2] 4 

注 ， — SAG RFT AVE = fügt, m EZ. Cf, 
9) 为 初等 群 , 要么 (1) 和 《2) 成立， 参看 定理 10.6.5。 

RATA Ron 3, PEK (2) 均 有 意义 3 但 者 将 4 的 下 界 
改 为 1， 就 不 再 正确 了 。 

[证 ] 可 设 f 和 g 作 用 在 入 上 且 写 成 矩阵 的 形式 为 


eins 0 — 
EI ua) ee) 


其 中 lal :2- icl:=1。 于 是 (P 具有 一 个 位 于 区 域 D 内 的 基 
本 域 ， 如 图 11.4.5 所 示 ; 这 里 的 D 是 在 f7! 的 等 距 圆 周 之 外 且 
位 于 角 为 2x/7 的 扁 形 内 的 区 域 ， 这 个 扇形 关于 等 距 图 周 对 
称 。 、 
例外 群 是 那些 使 D 有 界 的 群 。 在 这 种 情形 下 , 符号 差 (Ri 
m, t m 满足 
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PE 11.4.5 


D 
anak -2+ DA- <n - 2x/n 
7 


j=1 
<n-2n/m, (11.4.4) 
其 中 ”整除 mm。。 ikk = 0H s = 3。 对 (11, 4,4) 作 更 仔细 的 分 
析 导 出 例外 情形 


m,-25- (m, m,) = (3，3) ， (3, 4) 或 (3，5) 
Wief, g) 不 是 这 些 例外 群 中 的 任 一 个 ， 则 D 无 界 。 注 
意 到 f 7"! 的 等 距 圆周 是 C0,f0) 的 平分 线 ， 利 用 平行 角 公 式 可 
得 
cosh 3p(0,f0) sin (n/n) >I 
或 等 价 地 有 
sin? (x/a)sinh* + -p(0, f0) >cos* (n/n) 
由 于 
407 


lct 2 sinh -1.pco, f0) 


Scot(n/n) 
通过 计算 可 先后 得 到 CD 和 (2).。 口 
习题 11.4 


1. 试 证 明 ， 在 定理 11.4.1 的 证 明 中 ，c>0 的 假设 保证 了 9 作用 在 
如 图 11.4.1 所 示 的 方向 上 . 
2. (Bi c4, GH 


= = -2 
A(z)=2+1, 9(2) = ez £1 


HER TAMEBIGAETAEXBRU, JERRIBOC SS. 

试用 分 析 方 法 和 几何 方法 (要 短 得 多 ) 证 明 gh ! 是 具有 平移 长 度 T 
的 双 曲 元 素 ， 其 中 xz =12 与 9 的 等 距 圆周 的 双 曲 距离 为 了 /2。 

3, RRGERAAA’ LW Fuchsi, ERA 
aztb 
czt+d 
试 证 明 h -areal H? “GQ)>n/3, 

证 明 由 y 的 等 距 圆 周 和 两 条 紧 直 线 


h(z)-ztl, g(z)= 


Ceo0,ad —-be= 1) 


z=(-d/0)-4-, r= (-d/e)t+ + 


所 界 的 三 角形 包含 C 的 一 个 基本 域 ， 由 此 推出 | cl >. (HlJorgensen 
不 等 式 ) 。 

4， 象 定理 11.4,2 的 证 明 那 样 ， 设 c 过 2。 试 证 明 G 包 含 如 下 的 二 阶 
TE. 

GE 
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jin=— sat Gad b0= 13 


ETa, CARR REDOER | cl. SRP, WER: BAe 
阶 为 2?， 要 么 1tr(f) | 之 1。 
(ii》 证 明 对 适当 的 wn，|1tr (4* 了 )1 过 1, Ama sec. 


§ 11.5 三 个 二 阶 椭圆 元 素 


设 f/，g，h 是 三 个 二 阶 椭圆 元 素 ， 其 不 动 点 4，v，w 互 
不 相同 ,车 zs，v， 包 共 线 ， 则 由 f,9,4 生 成 的 群 G 是 初等 的 ， 
因为 它 使 包含 这 三 点 的 测 地 线 保 持 不 变 。 故 不 妨 设 4,2, wv 不 
HR, Au v, ww 为 顶点 的 三 角形 的 三 个 角 为 9, Boy, =W 
的 长 度 为 a,5,c; 参 看 图 11.5.1。 


B 11.5.1 


三 角形 的 三 个 顶点 决定 一 个 如 下 定义 的 正 数 入 。 
A=sinha sinhb sinh c 
=ginhdsinhe sina (11.5.1) 
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=sinhe sinh a sin f 
ERA IESRE GR SETS, E BECA, oR RET URS 
Rh, L= AGE, WoABH RA p(w, LO, HH 
sinh p(w,L,)-sinhasin f 
所 以 不 管 选 哪 条 边 为 底 ， 我 们 均 可 明确 地 写成 
2=sinh( 底 ? x sinh G&) 
量 1 与 椭圆 元 素 f，9，7 的 关系 如 下 。 
定理 11.5.1 等 距 映 射 fgh， hfg, ghf, hgf, fhg, 
qf vis E dn 2A 
[证 ] Wt, ltr(fgh)| 4E fsg, h 的 循环 置换 下 不 变 ! 
例如 
jtr(fgh)| = [trac fgayh- 
= |tir(hfg)| 
以 及 
lbr(fgh)| = itr(f gh | 
= ltr(hgf)| 
故 | tr fgh)| 在 f,g 和 4 的 任何 置换 下 不 变 。 
设 工 是 过 4w，2 两 点 的 测 地 线 。 作 
CG) wH LIES IHRE HB AR L 
GD  xtwH.s LEA NN HEZRLL,; 
《iii) BLEZ LAML, WE 
plLis La) = plusov) = p(L;,L,) 
参看 图 11.5.2。 
著 记 c ;为 关于 元 ;的 反射 ， 则 有 
O,0,=h, oc.9s= fg (或 gf) 
这 是 因为 fo 是 以 工 为 辅 ， 以 2Pp (ay >) 为 其 平移 长 度 的 双 曲 元 
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图 11.5.2 


素 。 由 定理 7.38.1 推 出 
So ltrcafgy| = -1 [trora] 


= (L,, Ls:) 
4 LAL ANE, Ie R CL La) A cosh p(L,, 上 Ls) a 
当 工 ,和 工 , 相 交 成 $ 角 “可 能 是 9》 时 ， 反 积 为 cos$, 在 所 有 情 
形 下 (参看 定理 7.17.1，3 引 理 7.17.3 和 定理 ?7.18.1 (iii)) 均 
有 
(L,,L,) =sinh p(L,L,) sinh p(L,,L,) 
=sinh p(w, L) sinh p(u,v) 
=4 G 
现在 来 检查 一 下 4 的 值 是 怎样 决定 由 f，9g,* 生 成 的 群 的 
性 质 的 。 l 


PAR DSRE, Ad aL.: 5.1) 给 出 。 


0, 1). 


(C) HA=1, WIGIEB (UH RAR SZ (0:2,2,25 
Oe tn 

(3) BA<1, WMA PII 

cos(n/q1),923; cos(2n/q), gq 之 5; 
cos(3x/9)，g 之 7 
之 一 时 ， 2 是 离散 的 。 G 的 可 能 符号 差 是 

‘C0: 2,2,2,9;030), (0:2,3,95050), (0:2,4,g3030) 

关于 每 个 离散 群 G 的 基本 域 的 构造 将 在 证 明 中 给 出 ， 而 
且 很 显然 ， 定 理 11.5.2 中 所 给 的 每 个 4 值 的确 都 会 产生 一 个 
离散 群 。 所 以 我 们 能 导出 下 面 的 一 般 界 限 。 

推论 11.5.5 车 f,，g 和 h 是 二 阶 椭 贺 元素, 它们 生成 一 个 
非 初 等 离散 和 群 ， 则 
QUU ltr (fgh)| 22eos (31/7) 

而 且 这 个 下 界 是 最 佳 的 。 

[定理 11.5.2 的 证 明 ] — EIER A 5 1, 则 可 构造 一 个 如 图 
11.5.3 所 示 的 多 边 形 ， 其 中 w 和 wv 分 别 是 x 和 v 在 具有 轴 工 的 
NAR HOSE 75 PAR. MWE H 

P( Ly, L,) =2p(uyv) 
设 以 x Fie’ 为 不 动 点 的 元 素 分 别 为 
(fg) 89) (19g) "9 fg) 
图 11.5.3 中 的 多 边 形 的 边 偶 映射 生成 8G， 由 Poincare 定理 
可 知 ， 该 多 边 形 是 G 的 基本 域 。 在 此 情形 下 ，G 具 有 符 号 X 
《0; 2,2;2; 0; 1)。 这 就 证 明了 (1); 由 于 当 工 ,与 Ls 和 工 ,在 
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= e a è a c 


图 11.5.3 


无 穷 远 圆周 相 切 时 恰好 和 = 1， 作 些 显而易见 的 修改 就 可 得 到 
(2) 。 

<] 时 的 证 明 要 困难 一 些 ; 此 时 工 : 与 乙 : 和 工 , 相 交 成 0. 角 ， 
我 们 考虑 如 图 11.5.4 所 示 的 多 边 形 。 注 意 到 如 早先 已 讨论 过 
的 ， 有 2 = cos0O。 . 

现 设 G 是 离散 群 。 则 hgf hfg) 满足 

hgf = (0,0) (0,05) 
— 0,04, | 

这 是 一 个 关于 5 点 转角 为 20 的 旋转 。 设 5 是 一 个 g 阶 椭圆 不 动 
点 ， 则 对 某 一 整数 P，(P,9) =1， 有 0 = arpg. 

车 p= 1, 则 我 们 可 以 得 到 G 的 一 个 基本 多 边 形 ,而 且 在 这 
一 情形 下 CG 具 有 符号 盖 (0; 2, 2. 2, 435 G 0)， 且 有 2 = 
cos (a/p , Pq, 
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fe 11.5.4 


从 现在 起 可 设 ? 宇 2。 紧 四 边 形 和 的 G- 象 覆盖 了 双 曲 平面 
(存在 一 个 正 数 ", 使 得 四 边 形 的 每 个 点 位 于 被 C- 象 盖 住 的 半 
径 为 > 的 圆 盘 内 》 ， 于 是 ， 通 过 考虑 面积 ， 有 


s 
2al2k -2+ B1 - 3m - 22P/q 
j=l ‘ 
FE Ck; meem) 是 G 的 符号 差 。 这 给 出 
4k-—-44+s<1 
对 正面 积 还 有 
0<2k -2+8 
REAR REEk=0, s- 3 或 4。 
”事实 上 s = 3, 为 说 明 这 一 点 设 s = 4。 由 于 CC 包含 一 个 4 阶 
元 素 ， 政 可 设 9 整 除 m,。 因 P 宇 2，m ;之 2 和 gg 万 m,， 而 有 
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j=l 
<i- 2? 
q 
«1-4 
m, 


kA A m = cc， 因 而 G 含 抛物 元 素 : 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 
为 四 边 形 是 紧 的 并 且 包 含 每 条 轨道 中 的 点 。 改 s=3 且 G 是 三 
FARE. 

记 G 的 符号 差 为 (0:1,m,7) ,其 中 g 整 除 n。 由 定理 9.8.6 可 
知 , 存 在 正 整数 六 使 得 四 边 形 包含 平面 上 每 一 点 的 六 个 象 。 游 
虑 其 面积 ， 有 

27NCI- C] +2 +h yjaq- UP 
m n 4 

由 于 9=xp/9 且 5 和 65' 在 同一 轨道 内 ， 故 有 NN 宇 p (考虑 接近 
< 的 点 ) 。 从 而 
1,1 
m n 


2p -e+ )3 


sec} ed ed) 


<1-2? 
q 
<1- 4? (11.5.2) 


415 


+- 1 2l 


—— 


HAW SRR HSA SRB (p2) 
1 
l m 2p 4 
且 其 解 为 
(L,m,n) = (2,352), (2,3,3), (2,4,2) 

PG, m, n) = (2, 3, 2), Bill (11.5.2) 中 的 等 式 
都 成 立 , 从 而 g = ?35 故 在 这 一 情形 PG AA SS (0: 2, 4, 9)， 
其 中 g 宇 5 且 入 = cos (2x/g)。 

E Cd, m, n) = (2，3，3) ， 则 (11.5.2〉 中 的 等 式 
也 都 成 立 ， 从 而 9 = n，G 具 有 符号 差 (0:2,3,9) , KB 
7 且 和 = cos(37x/9)。 | 

对 余下 的 情形 ， 即 Cl, m, m = (2, 3, 2), SEXHE 
稍为 不 同 的 讨论 。 首 先 , Ha Rabe’. v, w, Em 至 多 位 于 
两 条 轨道 内 (没有 一 点 能 位 于 一 条 3 阶 轨道 内 ) 。 这 意味 着 
NB, AM (11.5.2) 的 中 间 项 ， 有 


(h)a 


所 以 ? = % (因为 %/9 是 整数 ) 。 这 实际 上 完成 了 对 所 述 定理 
11.5.2 的 证 明 ， 尽 管 没 有 断言 哪个 符号 差 对 应 于 哪个 4 值 。 
简 而 言 之 ， 存 在 上 述 方程 的 整数 解 ， 它 不 对 应 于 离散 群 ， 更 
仔细 的 分 析 可 得 到 所 有 的 可 能 和 情况。 例如 由 (11.5.2) 的 中 
间 项 得 到 

6 

n—6 

所 以 (n, N) 2 (75,90, (8, 6) , (9,5) 或 (12, 0 ,不 过 NN 
必须 是 3 的 倍数 〈 考 虑 四 边 形 中 的 三 阶 不 动 点 ) 。 LJ 
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N=3+ 


作为 可 能 情形 的 一 种 解释 ， 考 虑 如 图 11.5.5 所 示 的 四 边 
X, Eppu, w) = p(w v^», xa, Pay dn Fel Bros 


图 11.5.5 


lg At — SB ERE CREW, v Fae 为 不 动 点 ) 分 别 
d&aB, (ay) myr tah y, EilSo8, pyrin ya 生成 同一 个 
ARE, BIBLE TEE (0: 2, 4, 2) 的 三 角 群 。 


习题 11.5 


1. 假设 f，9 和 81 是 二 阶 椭圆 元 素 , 分 别 具 有 共 线 的 不 动 点 xz，u 和 
w。 找 出 用 Pp (a, vp lv, WERE (fog, 12 离散 的 充分 必要 
条 件 。 

2. 试 利 用 年 阵 给 出 定理 11.5.1 的 证 明 ( 取 jg 筷 使 其 在 吾 : 内 分 别 
Kis tir ut ip 为 不 动 虚 )。 
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8 11.6 位 移 函 数 的 一 般 界 限 


我 们 的 目的 ， 是 就 使 49, 吧 为 离散 非 初 等 群 的 元 素 9 和 
8 的 各 种 选取 ， 求 出 
M(g,h) =inf max { sinh p(z,92), 
名 


。 
sinh--p(z. ha) ] 


和 
P(g,h) = inf sinh | pes gz)sinh. > pG,hz) 
z 


的 下 界 ， 注 意 到 
Mg, DSPG, h) 

BR, PUD 的 下 界 是 更 可 取 的 ， 因 为 它 表 了 明 若 其 中 一 
ASL 1E 2 XX 4B ^N, 另 一 项 则 相应 较 大 ;但 这 一 点 却 不 能 从 代 
Cg, ^) 的 下 办 推出。 若 9 或 2 是 椭圆 元 崇 ， 则 P(9qyA) = 0， 
这 时 必须 采用 (9g,h》。 i 

RERM g h >mE KRENE, gR 至 少 移 
动 距离 2sinh-!(m) 。 已 知 在 每 种 情况 下 均 有 

M (g, h) 220.1318 46 + 

FAS EEE IH Mardenkk VIR, XP He Ee FRAY a- 
mada 得 到 ， 我 们 将 在 定理 11.6.14 中 给 出 证 明 。 

Ml(gih) 和 P(g1%) 的 最 佳 下 界 的 计算 与 关于 g M A hy JL 
何 约束 密切 相关 ， 在 这 一 节 中 数值 界限 和 几何 约束 两 者 都 将 
出 现 。 关 于 这 一 点 ， 读 者 应 间 顾 一 下 定理 8.3.1: Æ (g,ħ) 
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Hk. OSA RAR, MPC h>, 并 且 这 个 下 
我们 将 就 9 和 4 的 分 类 得 出 不 同 的 下 界 。 首 先 ， 假 设 其 中 
之 一 是 抛物 元 素 。 

定理 11.6.1 设 9 和 /是 等 距 映 射 ， 9 ,2 是 离散 非 初 等 
Rt, 

a» rmt 则 PCg,byS1/4, 车 进而 


ee 
ae 
e e e >è » a >o č o o s č œ 
e 9 9 è» è a a * a k 


[证 ] Vena xd DTTTTTERM 不 妨 设 9 和 
RYE A eH? EH. 


azt+b 


= h . 
g(z)=z+1, (z) = “ceed 


» ad—be=] 


由 于 (9.7) HERDS, Hex FAA APR ABA 动 
点 & 和 2 〈 也 可 能 重合 ) , H 
iz - h(z)l * lez+d] = fe] - lz—aj * |z ^ vl 
> lel y’ 
由 定理 7.2.1， 得 到 
sinh 2 pgo sinh- p Ghz) 


-|z-hí(z)e-lez-cd|/Agy? 
> e| /4 ^ (11.6.1) 


但 由 J orgensen 不 等 式 有 |c| 宇 1， 所 以 在 两 种 情况 下 都 有 
P(g,k) 21/4, 
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现在 假设 (g^) 不 是 三 角 群 。 若 8 是 扼 物 元 素 ， 则 由 定 
理 11.4.1 可 得 | cl 4, 因而 P(9,j) 21, HREM dh oc 
素 ， 则 从 定理 11.4.2 推 出 | cl 222, Br EL P(g,k) 之 1/2。 这 
便 建 立 了 (1) 和 (2)。 下 面 的 例子 说 明 这 些 下 界 是 最 佳 的 。 口 ] 
例 11.6.2 REFERI, k, fH 


2z+3 
g(z)=z24+1, h(z)- ——., Fis 2 


CANS BE Hh. HO mc nau we 〈 模 
群 的 子 群 )。 利 用 〈11.6.1)， 并 取 z= iy 进 行 计算 得 到 


inh. inh t 2d 
sin 5 p(z,gz) sinh 7 p(z,hz) 4 
和 
2 1 。 1 _ 1 2 
sinh-,-p(z,gz)sinh-,-p(z,f2) bru + (3/4y?) 


令 y 趋 于 +%， 可 看 出 下 界 1/4 是 最 佳 的 。 口 ] 
例 11.6.5 设 g(z) =z+1，4h 是 关于 | z+ 引 = 上 的 反 $15 
关于 z= 0 的 反射 的 复合 ， 其 中 0 过 i<<1/4, 则 8 是 抛物 元 RA 
以 原点 为 不 动 点 .事实 上 ， 
- z 
MO 7 yey 
利用 (11.6.1) 可 看 出 当 z = iy 时 有 
sinh. 7r, gz)sinh >P, hz) =1/4t 


显然 (g，h) 是 第 二 类 非 初等 Fuchs BE, Bu Sis F 1/4, 可 
知 定理 11.6.1 (1》 中 的 下 界 1 是 最 佳 的 。 C1 
$111.6.4 设 g(z) =z+1，h 是 二 阶 椭 贺 元 素 ， 以 ivy 
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BBR, FEROS v<1/2, Wg, ^» 为 离散 非 初等 群 ， 且 
{zeH:: iRe cob «1. lav] 


是 (g,h) 的 一 个 基本 域 。 车 记 f = gh， 则 f 为 双 曲 元 素 且 是 
关于 | z| = ?的 反射 与 关 王 z = 1/2 的 反射 的 复合 。 由 此 推出 


_ (z/v)-v 
f(z) = - (2/v) NE 
=1-(v?/z) 
因而 


sinh->-p(2,g2)sinh4_p(z,f2) 


_ lz- fal * |z/o| 
4y? 


- l]z-z-v! 


4vg* ` 


Ar-0, pAP + co， 上 述 表达 式 趋 于 1/42。 由 于 w 可 51/2 
任意 接近 且 (gh) = (9g,f)， 讨 知 定理 11.6.1 (2) 中 的 
下 界 1/2 是 最 佳 的 。 口 

下 面 考虑 一 个 生成 元 是 椭 贺 元素， 另 一 个 生成 元 是 抛物 
元 素 的 情形 ;在 这 一 情形 中 必须 采用 人 M(g,h)》。 


e 9 a c^ si 


oe >e © >» è è o 


《1》 若 9 之 3， 则 
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M (gh) COS (A) o 
(99h) > (14 2c0s (1/9) — cos? (1/9) 27* 
mli/w 7 
(2) Hq = 2, mM, M) B 。 
(3) Aum RUE (g,h) 不 是 三 角 群 ， WU Rg 2-278 


i a a 


4 1+cos(x/q) ü 
~ f ltcos(a/q) _ 
Mig, fom 3-—cosCn/q) ] 


mliwvs 
所 有 这 些 下 界 都 是 最 佳 的 。 


m(z) = max [ sinh->-P (2,92), 


sinh MEC ] 


"[Hgfnh(ER EH: b, g(z)=2+1, 8 是 环绕 形 如 io 的 点 也 
转角 为 29 (其 中 0 二 206 过 x) 的 旋转 。 
对 任意 一 点 z1,， 以 z: 表 示 过 z; 的 水 平 直线 (% 点 的 极限 网 
BD Site 和 wv 的 测 地 线 工 的 交点 。 设 zs 是 半 射 线 Cw, œE 
的 点 ， 它 使 得 z2。，zs 与 w 等 距 ( 若 Im[5z1) 之 ImEwI， 则 z= 
,zs 否则 两 点 不 会 重合 ) 。 故 
Imtz,)-2Imtz,J«Imtz,3. 
PCZ W) SP (2q,W) = p(zy,, U) 
MA (BA7.354) 有 
m(Z,) =m (Zs) 


由 于 
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M (g, h) 2 inf mtz) 


7 


因 而 我 们 只 需 对 形 如 iy(y 宇 ?) 的 z 来 讨论 m(z) 的 下 确 
界 。 当 #y 从 ”增长 到 +c bp, pz, gz) 减 小 到 0， 而 p, 
Az) MORE +, A 而 存在 唯一 的 z, 比方 说 z =it， 使 
得 


sinh eG. gz)- sinh-2-e(e, hz) 


且 这 个 共同 值 就 是 MM(g,h〉》。 
注意 到 〈 从 7.35 节 ) 当 z = it 时 


sinh plz, gz) =1/2t 


H 
sinh- (2, hz) = |sin9| sinh pCit,iv) 
2d LEN 
lsin@| ( 7 ) 
而 有 
=v D 0. 
|sing| 


由 于 8 是 y 阶 元 素 CHASD ， 必 有 | singl sin (x/g) H 
HEHE 11.2.3%1, 42953, W 


vx y tantaq) 


所 以 
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2 
2 2 _ 
4P<tan?(n/q) + costn/@) 


从 而 出 
M(g,h) =1/2t 

可 以 得 知 (1》 中 含 g 的 下 界 。 通 过 初等 计算 可 知 这 是 
cos(x/q) 的 递增 函数 且 下 界 1/v 7 是 g = 3 时 的 值 .显然 ,对 
4 的 每 一 个 值 ， 所 给 出 的 下 界 都 是 最 佳 的 ?事实 上 ， 对 于 11.3 
节 中 所 讨论 的 Hecte 群 ， 论 述 中 的 每 一 步 等 号 都 成 立 。 

车 g =2， 则 上 述 论证 类 效 。 然 而 在 这 一 情形 中 2 过 1 A 
不 动 点 位 于 等 距 圆 阅 上 ， 且 由 Jorgersen 不 等 式 ,| c| >l), 
6 =T/2， 所 以 娠 委 2。 这 就 证 明了 (2〉。 这 也 是 一 个 最 佳 估 
计 ; 对 此 ,可 通过 取 g(z) =z+1,h(z) = 一 1/z 及 z=iv 23 
加 以 验证 。 

Ri, DREAM HARE, AAR, 
比方 说 h"， 是 关于 iv 点 转角 为 2x/g 的 旋转 ， 且 (g,h*) 
(= (g,4》》 不 是 三 角 群 。 正 如 上 面 所 述 ， 有 


tvt 0 7. (11.6.2) 
sin (x/q) 

现在 考虑 一 个 四 边 形 ， 它 的 边 在 直线 z 1/2, r= 一 1/2 以 及 
hk" 和 hk-" 的 等 距 圆 周 上 (在 实 轴 上 还 可 能 有 两 条 自由 边 〉。 这 


个 四 边 形 是 无 界 的 《定理 10.6.6)》 ， 故 


v 1 
sinta/@ C1 + cos(n/qi<~- (11.6.3) 


参看 图 11.6.1。 
利用 (11.6.2) dH (11.6.3) 便 可 得 到 
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n/q | n/q 


-i 0 i 


11.6.1 


Ux 3—-cos(n/g) 
1+cos(a/q) 
<3 
Am (3) PROP FRI kT PAREN, HARRIETA 
从 证 明 中 所 提供 的 四 边 形 出 发 构造 出 相应 的 群 。 其 细节 从 
Re i CJ 
下 面 考 虑 两 个 椭 贺 生成 元 素 。 
定理 11.6.6 若 yg 和 % 分 别 是 ? 阶 和 4g 阶 椭 辐 元 素 ，(9,%) 
为 离散 非 初 等 群 。 则 


4cos*(x/7) —3. 
| 8cos(n/7) +7 


M(g,h)> = 0.1318+% 


车 进而 假设 (9g,h) 不 是 三 角 群 ， 则 


. è è >» è> == o > % è ò 


Ccos(x/p) +cos(1/q))? 172 
M(g,h) > ( 4— Ccos(n/p)-—coslr/q) 3? ) 
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1 
7 vds 
两 个 下 界 都 是 最 佳 的 。 


下 面 的 儿 何 结果 是 我 们 所 需要 的 。 
ER. 6.7 BUREAU Oe ?是 以 


ee 


cp. d 


1+ cos(a/p)cos(a/q) 
coshp (u,v) > sin (n/p) sin (t/o) 


[证 ] 由 《9) 中 的 某 个 9 有 具有 旋转 角 n/p, O0 中 的 某 
Mh 具有 旋转 角 2m7g， 且 gsh) = (gi, ho 知 ， 可 设 9 AA 
具有 旋转 角 2x/P 和 2x/9。 不 失 一 般 性 ， 可 设 g 和 4 作用 在 4 
上 ,w= 0 且 ">0。 作 8 和 7 的 等 距 圆 周 及 从 原点 出 发 与 (0,17 
交 成 r/z 角 的 线段 ;参看 图 11.6.2。 射 线 工 和 三 被 9 配 对 ， 射 


图 11,6,2 
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RLL, RAG. ELMALAR, WM <g,4) EZAR 

理 10.6.6) 3 PHZ, Mf cosh plu, v) 以 所 给 界限 A 其 

下 界 (定理 7.10.1) 。 口 
[定理 11.6.6 的 证 明 ] id 


m(z) = max { sinh-5-pC, 92) ,Sinh +p (a, hz) } 


BA, gre ham eese] — AE AR Noe eR, MRT 
应 的 mm (2) 减 小 ， 故 可 设 9 和 8 作用 在 4 上 ， 且 分 别 具 A he t 
f827/pfü2x/q, FARRAR, ALARA, v>0. 
正如 定理 11.6.5 中 的 证 明 一 样 ，m(z) 的 最 小 值 在 实 线段 
C0， 的 某 点 z 取 到 ， 读 + 满足 


sinh-Lp (zy gx) = sinh -p(z, hz) 
< . 


并 且 这 个 共同 值 正 是 型 (9,#)》 o 
现在 记 
p07)=t, p(0,v»)-7d 
Wjp(z,v)-d-t, id 
Sp=sin(n/p), c, = COs (x/D) 
对 s,，2c, 也 有 类 似 的 定义 。 则 
ssSinh t= s,sinh (d - t) 


《两 边 均 为 MCg.TOO , Kin 


tanh t= sesinh d 
S++ s,cosh d 


然而 
M(g,h)*= (sa sinh?t 
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(s) *ianh't 
1-tanh*t 


- (s,s.)'Ccosh'd-1) 
(sp)? + (S,)* + 25,5,CcoSh d (11.6.4) 


33 i304 HER, Wekecoshdp we WAR: TE, Eg, 
h 不 是 三 角 群 ， 则 可 应 用 定理 11.6.7， 且 


SpS¿COSh & 之 1+Cczrcs 
代入 〈11.6.4) 得 到 
Mig, h) > 


Cert e 
4—(e,— Ca)? 
这 就 是 定理 中 所 述 的 下 界 。 这 一 下 界 是 cs 和 cs 在 允许 的 范 
围 肉 》 的 递增 对 称 函 数 。 所 以 取 p =3 和 gg =2《 阁 ?=4=2， 
则 《9,&》 是 初等 的 ) 。 便 得 到 MD 的 一 个 下 界 ， 它 等 
于 1/15。 显 然 从 这 一 证 明 可 构造 出 群 来 表明 这 一 下 界 是 最 佳 
的 。 

余 下 的 只 是 要 对 G 是 一 个 三 角 群 的 情况 建立 定理 11.6.6 
中 的 第 一 个 较 小 的 下 界 。 设 G 是 具有 符号 差 (0:m, n, Tr) 的 
三 角 群 。 假 设 g 和 7 分 别 伴 随 着 m 阶 和 n 阶 第 环 子 群 〈 但 它们 不 
必 是 m 阶 和 7 阶 元 素 ) 。 估 计 Mgh) 时 必须 考虑 到 假设 9 
和 kh 具有 旋转 角 2x/m 和 2x/w 时 的 估计 ， 且 Migh) 的 估计 
不 能 小 于 该 估 计 ; 故 可 设 m = 7 且 n = gq。, 在 这 一 情形 下 ， 褒 着 
三 个 角 为 I/p，7/g 和 7/7r 的 三 角形 的 边 g 和 的 不 动 点 4# FRI o 
必 被 隔 开 一 段 距离 《否则 能 构 坦 一 个 基本 域 ， 鞭 面积 少 于 已 
知 值 》; 于 是 由 余 续 定律 有 


CCa t C 
cosh p(u,v) 之 一 一 人 一 一 一 
S284 
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Bj (21.6.45 中 的 恒等式 仍 有 效 ， 故 有 


(esCgt+c,)* — (8589)? 
25, C004+ C.) ~ (898909 
Mg, h) ^ Cs) (8g) + 2C6564 +6, ) 


_ 7 0) +0," + 20640, —1 
2*2c,— (05— co)? 


需要 对 所 有 满足 


的 2，& 和 7r 求 出 上 述 表达 式 的 下 确 界 。 d Sx b, FARE 
r=7, p=2, 4=3 (或 p= 3，g =2) 时 达到 ; 这 时 的 下 界 是 


4cos’ (x/7) - 3 
8CcoOSs(x/7)+7 


一 般 地 ， 有 
2+2c.— (0,— c, )!«:4 


= 0.0173 e+ 


所 以 
Mtg, hy > (es? +C? +C, -2050,0, — 1) 
此 时 若 假 设 ?, g,7 中 之 一 至 少 是 8， 另 一 个 至 少 是 3， 则 
M (g, hy > 7 -coste 1/8) +cos?(1/3) - 13 


= 0. 025 ee 
故 在 我 们 寻求 Mgh) 的 下 界 中 ， 可 设 每 个 ?，9 和 ?至 多 
是 7。 这 就 把 问题 简化 为 对 有 限 个 数 的 计算 ， 而 其 大 多 数 H 
REBT RA. 
车 ?，g 和 7 中 没有 一 个 是 2， 则 有 两 个 至 少 是 3， 另 一 个 
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至 少 是 4， 故 
M (g, h)?œ-1-C2cos? (/8) +cos?(y/4) 


+ 2cos? (x/3)cos(n/4)— 1) 
= 0. 088+ 
所 以 可 设 2z，& 和 7 中 之 一 为 2。 才 没有 一 个 为 3， 则 其 余 的 两 
个 至 少 是 4 和 5， 故 
M(g,h)?=(cos*(n/4) * cos? (m/5) - 13/4 
>0.038 
这 就 推出 z,9 和 rzr 中 一 个 为 2?， 另 一 个 为 3， 第 三 个 至 多 且 《〈 对 
正面 积 ) 也 至 少 为 7。 下 界 关 于 了 和 9 对 称 且 分 子 关 于 了 ,9 和 7 对 
FR. HR ABLE (0,4, 7) = (2, 3, 7), (2，7，3) ， 
(3, 7, 2) 的 情况 下 求 
2+2c, —Cep— ey)? 
的 最 小 值 ， 我 们 略 去 其 细节 。 Ci 
现在 我 们 把 注意 力 转 向 双 曲 元 素 。 首 先 建立 一 些 几 何 约 
束 ， 它 必 被 离散 群 中 任何 两 个 双 曲 元 素 满 足 。 下 面 两 个 结果 
是 要 揭示 简单 与 非 简单 双 曲 元 素 ( 定 义 8.1.5) 之 间 的 区 别 。 然 
而 ， 这 些 结果 的 应 用 却 变 比 这 广泛 得 多 。 事 实 上 ， 它 们 涉及 
了 两 条 轴 的 投影 在 商 曲 面 上 是 否 相 交 。 
定理 11.6.8 设 g 和 8 分 别 是 具有 和 轴 4,，4。 和 平移 长 BE 


. . a è e + 


Ts, T ,的 双 曲 元 素 。 假 设 TEN 离散 、 非 初 等 且 4: 和 AK 


>. a 9 8 > 


ROf 出 
(1) sinh(- PT, )sinh( $7. )sin9 
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cos (81/7) =0.2225+ 
事实 上 ， 除去 (g,h) 具有 符号 益 (0:2, 3, 4), (0. 


. + © © >% 


2, 4, D 或 (0 2，3，4) 之 一 外 ， 有 
(2) sinh 5- T sinh s | TOsn6z—.- 


HEE (gh) 不 含 椭圆 元 素 或 有 一 个 无 界 林 本 域 ， 则 


+ € 


(D sinh T) sinh 5 T sinf] 


特别 是 ， ye qu 中 的 非 简 单 双 册 元素， 则 


sinh¢ T,) cos Ga/T)9 Co 0: AT) 


[UE] 设 w 是 4, 和 4; 的 交点 ,分别 在 4, 和 4 上 构造 点 
oA w ffi plu,v) =7,/2, p (u,w) =7,/2, 且 使 顶点 为 
u, v, WHI ABE RUA AG. fa d. AUS 47 Bl A 以 
u, vAlw AAR SH IY NM 圆 元 素 。 不 妨 假设 〈 必 要 时 9 与 
img Ej hr a FEMA CRS) 

g-f.fo h=fofur gh -f.f. . 
我 们 推出 偶数 个 f 。， 了 ,和 了 。 的 乘积 必定 属于 (gh); WG, 
A) HE (far fo fo 中 的 指数 是 1 或 2， 所 以 后 者 是 离散 的 。 

回顾 一 下 11.5 节 的 结果 ， 可 记 


sinhC-2-T sinh Cl. T sin? =) 


_ 1 
T" tref, fofo] 
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实质 上 从 定理 11.5.2 及 其 证 明 便 得 到 定理 11.6.8。 首 先 , (1) 
iE 是 推论 11.5.3。 若 (9g,h) REICH, WA RET. 39.4 
可 得 到 (3); 车 (9,k》 有 一 个 无 界 基本 域 ， 则 从 定理 11.5.2 的 
和 情形 CO 和 情形 CO TAH COD, 

余下 的 是 要 证 明 (2〉, 根 据 定理 11.5.2 (3) 我 们 看 出 ， 
除去 4 是 形 如 cos (2x/q) 或 cos(3x/g) 的 情形 外 ， (2) 中 
的 下 界 1/2 成 立 , 欲 知 何 时 会 出 现 这 种 情形 ， 需 要 检查 一 下 定 
理 11.5.2 的 证 明 。 为 了 简便 起 见 ， 记 G* 为 (f,，f,，f,.)， 
G 为 (9g,h)。 

参 邯 定理 11.5.2 的 证 明 , YEUE, ABS IB p = 2 和 2 =-3 的 
情形 即 可 。 然 而 G* 包 含 了 三 个 二 阶 椭圆 元 素 的 柔 积 ， 它 是 
2uP/q fA ese. PUB =2， 则 存在 一 个 2x/4 角 的 旋转 ?使 
得 >? 是 三 个 二 阶 旋 转 的 乘积 。 由 于 reG"* ,有 reG。 因 此 G 包 含 了 
一 个 二 阶 旋 转 。 在 这 种 情形 下 ，G = 2"， 所 以 G 具 有 符号 3 

CO: 2, 3, D 或 (0:2, 4, 92 。 

余下 的 情形 是 2 23, KEC RATI (01.2, 3, g), 
其 中 (参看 定理 11.5.2 的 证 明 〉》g = m= 7 或 8。 关 于 面积 的 繁 
复 计算 表明 ， 若 G 在 G" 中 的 指数 为 ?， 则 G 的 唯一 可 能 的 符号 
3x3 (0: 3, 3, 0 , 

关于 非 简单 双 曲 元 素 的 最 后 一 个 断言 是 (1) 的 一 个 应 用 ， 
其 中 取 为 g 的 一 个 共 圈 元 素 。 C 

定理 11.6. 9 设 9 和 ?是 分 别 具 有 轴 4r RIAL, 平移 kE 


s 09 >» @ ^ 2 


eae, WZ 
sinh (5 Tsinh( 41, cosh pC Ay, Aa) 
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>cosh (5-1) cosC-L-T )) 一 i - 


# (9,h) 没有 椭 加 元 素 ， 则 我 们 可 用 + 11655 1/2 CEJN 2 


se 


代替 这 一 下 界 ) 。 

车 9 是 (9,4) 中 的 简单 双 册 元素， 则 这 一 结果 可 应 用 于 
是 g 的 任 一 共 轿 元 素 ， 比 方 说 fgf 的 情形 。 从 而 《 由 初等 处 
EB) 得 到 下 面 的 不 等 式 。 

men 6.10 NM AUR. mas 韭 初 等 群 的 双 


.…. a >ù» >» è > > òo ù č ù» č è o o 


f, BAIA) A, 要 和 
. . 1 
sinh 5-7 sinh p Gl, fA 2—- 


这 一 界限 是 最 佳 的 。 

下 面 的 例子 说 明 下 界 1/2 是 最 佳 的 。 

例 11.6.11 构造 一 个 如 图 11.6.3 所 示 的 多 边 形 D 了 ,其 中 
f 《二 阶 椭圆 元 素 》 和 9 ( 双 曲 元 素 ) 使 D 的 边 配对 。 由 Poin- 
care 定 理 可 知 ，D 是 4g,h) 的 一 个 基本 多 边 形 。 因 9g 使 D 的 边 


配对 ， 故 必 是 简单 双 曲 元素。 最 后 


sinh( RE. ,sinh-p(4, f 4, ) 


= sinh -L-eCL, L' )sinhe(0, Ag) 


= CoS(T/3) [] 
[定理 11.6.9 的 证 明 ] 考虑 图 11.6.4， 关 gz G9 D 为 
7,01, h (RA) Koss, Moo AFG. REGAT GE M A 元 
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图 11.6。3 


Ox WL LAR RE (这 一 情形 在 图 中 没有 说 明 ) ， 由 
定理 7.19.2 得 到 l 


sinh 1-7» sinh? ,coshp(A,, Ar) 


=cosh( -Tp cosh T) +coshp(Z,,L,) 


这 推出 第 二 个 不 等 式 。 
车工 :和 Za: 相交 ， 比 方 说 交 成 4 角 。 则 对 某 互 素 的 整数 ? 和 
9， 有 90=2x7/9。 若 9>>2x/9， 则 我 们 能 把 4; 绕 交点 旋转 到 
它 的 一 个 象 上 去 ， 这 个 象 离 4s 要 近 一 些 (但 由 和 假设， 它们 不 
交 》。 在 以 上 讨论 中 ,车 以 & 的 共 轿 148f IOS, He TARE 
元 素 的 轴 f(4,) 与 4, 尽 可 能 地 接近 《但 不 重合 )， 则 有 
pCA A,)>p(hs, fA) 
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FA 11.6.4 
且 由 于 显然 6<r， 可 知 对 应 的 0 请 足 0 委 2ry/19g 委 2r/3。 于 是 
由 定理 7.18.1 便 得 到 第 一 个 不 等 式 ， 即 


sinh(-)-7,)8inh(->-7',)cosh p(A,, Ay) 


zcoshcl 1. T eosh 1-7) * cos (21/3) t] 


由 定理 11.6.8 和 11.6.9 可 推出 PC hk) 的 界 。 

定理 11.6.12 ”车 9 和 8 是 生成 一 个 离散 非 初等 群 的 双 曲 
元 素 ， WEP Cg, A) >cos(3n/7) o 

[证 ] 填 g 和 ;的 轴 相 交 于 z, 则 显然 有 (用 定理 11.6.8 和 


11.6.9 的 记号 ) 


P(g, h) = sinh->-p Qo, gu) sinh 1 z PW, hw) 
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-ginh( L-TOsinhC;-7,) 


zzcos(3m/7) | 
若 4, 和 4; 的 任 一 象 相 交 ， 则 成 立 同 样 的 不 等 式 。 AA 
然 ， 则 可 应 用 定理 11.6,9 得 到 


uL p G,ga sinh pG,h ) 


-sính( — Ts)sinh¢ > -T ,)coshP (z, A,) coshp(z,A4;) 
> > sinh 5 T,)sinh¢ » Ti) coshC plz, As) +PZ, An) 
>. » sinh} T )sinh (- T.) coshp (Ap, As) 

1 1 
P 2 ( cosh (-. z TO0cosh c? -Tu)-— +) 
mE 

4 
>cos(32/7) E o 


BUG ADERARE TER IE OE 
Mgh) , 

定理 11.6.13 设 g 是 双 曲 元 素 而 4 是 g (4222) Pr HBB 
x. High) 离散 、 非 初等 ， 则 M(g, 2 IÁ/v0o 8 。 
O [证 ] Hg 是 gh) 的 非 简单 双 昌 元素， 则 (由 定理 
11.6.8) 


MG, D2sinh C1 T) 
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> (cos(32/7) 37? 
1/v 8^ 
Rigt A hR. PETI TL CSS ^E A 39 P3 07 "TRE 
位 于 4, 上 ,而 且 4, 的 关于 点 2 转角 为 2r79 的 旋转 必 把 4, MB 
一 个 不 交 的 象 上 ， 我 们 可 设 它 是 h(4,) ; 参看 图 11.6.5。 


由 7.17 节 有 


cosh p(v, As)sin (nx/9) =cosh -p( Ay, hA) 


Ssinh-p (Ass hA) 


且 从 推论 11,6.10 (RAAF Gu hgh) , E 


sinh} T) sinh-L-pCA,, h As) m 
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cosh p (v, Ap sin (x/q)sinh(-5-T4) > 


AX RIA Y ART, 21/1] we (v, AD 度量 的 9 同 /的 分 B 
状况 之 间 的 一 种 儿 何 约束 。 记 


m-max { sinh} p(z,g2),sinh 1 p(z, ha) } 
我 们 有 

Psi (a/p) sinh T) cosh{p(v,2) - p(z, Aj) J 

=sin (q/q) sinhC 7 T) Ccosh p(v, 2)coshp (z, Ay) 


+sinhp(v,z)sinhp(z, 4,)) 
<msin(n/q)C1+sinh?p(v,z))'72 + m? 
<m(sin?(n/q) + m3? + m* 
<m (1+ m?)'72 + m? 

这 当然 蕴含 了 之 1/ 8。 口 
把 这 一 节 中 的 所 有 结果 综合 在 一 起 ， 便 得 到 M (gu) 
的 一 个 通用 的 下 界 。 
定理 11.6.14 Wg 和 2 生成 一 个 非 初等 离散 群 ， 则 
M(g,h) 220.1318, BE — EE ER CO 2,3, 7) -三 角 群 的 
Se 00000000000 070007 
在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 来 完成 定理 11.2.4 (2) 的 证 明 。 
[定理 11.2.4 (2) 的 证 明 ] 考虑 由 Dirichlet 多 边 形 
边界 上 的 四 个 顶点 组 成 的 偶然 循环 
Vis fV) =V, JD =V; A(v,) =2, 
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We MFP yw BP Ar Ay A bh ah) 非 初等 ， 
则 如 网 证 明 的 那样 ， 有 

M(g,h) 0.1318 
WIED C= 2 或 3) 


0.1318» Sinh 2 p (Gv, 


«sinh 3 Cn Cvs i) +p(w,v;)] 


<sinhr 
i ee (gh) R h f) 非 初等 时 也 成 立 , 故 只 要 考虑 所 有 
TENREC h), (hy 7) 和 (六 9) 都 是 初等 群 的 情形 就 够 了 。 
设 这 三 个 2- 生 成 元 素 群 初等 。 由 于 > ，> Mev AR, 故 
Gg) E 么 是 具有 椭 贺 生成 元 的 循环 群 ， 要 么 由 两 个 二 阶 椭 
贺 元 素 生 成 。 第 一 种 情形 不 可 能 出 现 〈 否 则 椭圆 生成 元 以 2 为 
不 动 点 ) ,在 第 二 种 情形 中 ，f 和 g 之 一 ， 比 方 说 yg 必 是 二 阶 椭 
融 元 素 ,。 类 似 的 讨论 对 另外 两 个 群 也 成 立 , 所 以 不 失 一 般 性， 
可 设 y 和 有 都 是 二 阶 椭圆 元 素 。 
SEEM HCH, Who Mf.) 初等 ， 可 知 f 的 轴 
fa ohh S B GS gh 初等 。 若 1 是 二 阶 椭圆 元 素 ， 则 
fg.hBmAmAAEw, w,, wLEEZAJgESR, (fog. TO HAD 
等 群 ， 要 么 不 共 线 ， 此 时 f.9.k) 为 韭 初等 群 。 
(fog kh) IEMs, 则 由 11.5 节 有 
sinh p (ws,20,)sinh pwj w) >A 
>cos(3n/7) 


PCW Wy) PCW, V) Tp, We) 


489 


iu 


pe On vi) 十 2 PPIs) 


FCA) + POD, o +PP W) + PUD DI 


N 


= 2r 
所 以 在 这 一 情形 下 
sinh’ Qr) 2-cos(3a/7) 
AC AU BIER CP. g. 0 加 等 。 我 们 将 证 明 这 不 可 能 出 现 。 
不 妨 设 这 个 群 作用 在 HH? EIL (ogoh) 使 正 虚 轴 保 持 不 变 。 不 
在 虚 轴 上 的 任何 一 点 的 轨道 可 设 为 
f eeg Zis Zos Z1» *** Y U {ew Woy Wy sn H 


如 图 11.6.6 所 未 ， 且 对 其 中 的 每 个 7 有 


pj; Eja) = PCW 59W 541) =t 


图 11.6.6 


现在 回顾 一 下 ， YERA POA P E LBS PU ER 01 92 Us, 
v BUT — Bw dbi Dirichlet JE HN E. RR 
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hoe olo ge RSE AL sw SERED. 0S 
ELARRE pbo T ERE, |z! =| wol (经 
ET ssa E 
(rum mura) = (Zu 2; 09,0, ) 

Bb, X-MAS COM Wwa 0,2 的 平分 线 ， 它 们 攻 
HAs Tes) . Ge =a, e220, 〈 对 其 它 的 可 能 ,可 作 类 
似 的 讨论 ) JWR Co. 0,2. AP edt we. AG — 
PY RSC 3S. (HUGH Pw wae, HB. [1 


习题 11.6 


1. TEXEFH 1.6, 1 CO BS ETE PUE M Cg 410 21/2, IAA A 11.6.2 
WE p ELS m 

2, BUE (fe go) WE WEI: d; o. forgy 是 以 tw 为 中 心 的 一 
ABUS EROR A, WEA 

(i) fHIgARDLw ARO CR, BEA 

GD fing 2— Ak BP BATCH (它们 不 可 能 都 是 双 曲 元 素 )。 

3. 考虑 图 41.6.3， 试 利用 关于 志和 4 的 实 、 豆 两 条 直径 的 反射 证 明 
jg 是 以 的 一 个 顶点 为 不 动 点 的 三 阶 梢 加 元 素 。 

4. 设 G 是 一 个 tp，9，7?) - 三 角 群 。 假 定 G 包 含 以 4 为 不 动 点 的 p 
院 元 素 g 和 以 2 为 不 动 点 的 g 阶 元 索 。 试 证 明 


coshp (usv) > _cos(s/p) cos(n/g) + cos(a/r) 


sin(n/p)sin(a/q) 
(在 定理 11.6， 6 的 证 明 中 已 用 到 这 一 结果 ) 。 提 示 ， 构 造 四 个 角 为 2r/z 
(在 2 点 )，257 fio), 0, CAHE, "E BA GS — T IR. 
(0 (5. BOREN pibod RR AAAS A ADE KBE T o 
No AW ISTO RINT, eR AL BEEICREOG T ERE 
Wx. RER ROR. BW / 7, ERs 更 精确 地 
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说 ,是 要 证 明 
infN,/T, =0 
g 


6€. 设 g 是 一 个 不 含 椭 圆 元 素 的 Puchs 群 内 的 非 简 单 双 曲 元 来。 试 
证 明 若 g 有 共有 平移 长 座 T， 则 sinh (7/2) >i. 


$ 11.7 典型 域 与 商 曲面 

请 读者 回顾 一 下 等 中 映射 9 的 典型 域 台 的 几何 定义 CR 

47.377) ; 其 分 析 定 义 是 
fl 1 

,= [sisinhioc. go c S ron ] 
若 9 是 抛物 元 素 ， 则 

s,s {2:sinh locis i] (11.7.1) 
而 若 9 是 具有 轴 4 和 平移 长 度 ? rg HE, Xu] 

,= { z.sinhp(z, A)sinh CIT) «1 ] arr» 
IN 2S TESETIDE TP, Zu 


sinh +p (2,92) = sinh T)cosh p(2, A) 


<cosh ( iD (11.7.3) 


给 出 . | 
对 某 些 没有 椭圆 元 素 的 Fuezs 群 G， 几 乎 任何 黎 曼 曲面 
R 都 共 形 等 价 于 A/C. A 上 的 双 曲 度量 投影 到 4/G。 从 而 转 
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移 到 RR 上 。 记 住 这 一 事实 ,下 面 的 结果 给 出 了 关于 RB 的 度量 结 
构 的 定量 信息 。 

定理 11.7.1 设 G 是 不 Sr AA IC Fuchs he, 假设 9 和 
RFG. l 

D Hoth RAR Ll TH, MEM 
ERE. 

CD 若 9 是 抛物 元 素 ， 而 1 是 C 的 简单 双 昌 元素， 则 避 
MDR. 

(3) Tig FUR EB GAG Ri OR HU es HARE, UNE, 
mz, x. v.e. 

SUA E. XOEEGRR EG ETI T—^4JPEBE M. R 
Afr d A f PP I e Ie PT — JF BRE RN, XXE AE 
互 不 相交 ， 或 与 这 些 辅 环 不 相交 。 当 对 应 的 回路 不 交 时 ， 两 
个 轴 环 也 不 交 。 而 且 通 过 计算 典型 域 的 大 小 ， 我 们 可 以 知道 
圆 盘 和 轴 世 的 大 小 ， 其 每 一 个 都 是 极限 圆 域 或 超 圆 域 与 G 的 
循环 子 群 的 商 。 顺 便 指 出 ， 定 理 11.7.1 还 可 应 用 于 边界 双 曲 
元 素 。 

CHE] 对 不 含 椭圆 元 来 的 Fuchs 样 ， 有 (定理 8.3.1) 

sinh 5 pG ga)sinh p(zshz)>1 


Jt (9,4) HEME. BBB 11.7.1) ， 这 证 明了 (D. 

XT CD 的 几何 证 明 ， 可 设 
g(z)=z24+1, h(z) = — E r- 

AFIR fy ^ BE RE A or T HEX] r) <17/2 内 〈 和 否则 GC 含 椭圆 元 

素 ) , MXM RRL MART. SDR. 
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我 们 将 给 出 〈2) 的 一 个 几何 证 明 ; 分 析 证 明 很 复杂 且 需 
要 不 等 式 m 


sinh 47 Osinh eC, 94,71 


ZVEOEPIS.2. TERR. AVERILL. 
关于 几何 证 明 ， Bigio) =a t1, PERTE R ARTIE L, 
La, LUL., dpHEbil.T.]1. l 


图 11.7,1 


WRC LO Flo 20 4 是 有 或 -1, 工 /不 可 能 与 直线 zx —- 4401/2 
Ric. LE A eee = xo 一 1/2 相 交 ， 因 为 否则 G 将 包含 
ROC s. 

BES, A, AN nf fe Sj ER = 070 — 1/250x = ta + 1/249 38, 
Es gr LA LP ECCE TRECE 1/2 A GA 4G gA MES (与 
4 是 篇 音 元素 的 事实 矛盾 》 。 改 实 区 间 Cw, mw.) 严格 地 位 
“PRR Cro- 1/2, zo 0 1/2] 内 .的 典型 域 被 切 于 工 ,的 超 
网 所 界 ， 这 个 超 加 以 4; 的 端点 为 端点 ( 因 h(L,) = Ly) G 
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9 的 典型 域 在 以 ze- 1/2, 20 + 1/2 为 端点 的 测 地 线 的 上 方 。 所 
以 了 门卫, = 乡 , 这 就 证 明了 (2. 

为 证 明 (3) ， 邯 虑 图 11.7.2， 其 测 地 线 三 ， 工 ,, 工 ,如 图 
g (Ay) = 6,0 (Ax) 

-0,(42,) ， 

IA AER HON IUS, "ALLIES ASH CH Mo Ay) 
作为 4 的 象 与 4 相交 ) ， 类 似 地 , 工 :不 能 与 4 相交 。 我 们 也 
FUEL FNL (AAG) 。 由 此 推出 存在 测 地 线 
L*, {EL Fig(L,) ELH Wil, Ma (L,) FEL" B 5 — 
M. SRILA KAM A BWI. =p, 

关于 G) 的 分 析 证 明 , RR ASL ML. CE 
理 7.19.2) 


cosh P(4o Ay)sinh( 3 T,)sinh(} Ta) 


71 +cosh( 1 T,)cosh Ta) 


ESN mac), WS zm ch AC Ae, (11.7.2) 和 
(11.7.3) RA OM bo go ， 所 以 


sinh¢ T,)sinhC; T) cosh P(Ag, Ay) 
<sinh(+-7,)sinh(>-T ,)cosh(p (z, Ay) + p(ZsAs)) 


-sinh( 3 7,)sinb(-) T ,)(coshp(z, A,) cosh p (zy Aa) 
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+sinh p(z,A,)sinh p(z, A,)3 
«cosh GT )cosh T) +1 


与 定理 7.19.2 的 应 用 矛盾 。 N 

我 们 其 至 还 可 以 建立 关于 具有 椭圆 元 素 的 Tuchs 群 的 有 
关上 典型 域 的 结果 。 例 如 ， 我 们 有 下 面 的 结果 。 

定理 11.7.2 设 G 是 非 初等 、 非 三 fii Fuchs®e. Tigfüh 
是 G 中 的 椭 贺 或 抛物 元 素 ， 则 要 么 (g, h) 是 循环 群 ， 要 么 典 
MESH ELA. 

[证 ] itok E sc 《这 只 能 扩大 S M 2. 
的 范围 。 作 一 条 过 9 的 不 动 点 x 和 8 的 不 动 点 ” (或 以 其 为 端 
点 ) 的 测 地 线 二 。 再 作 过 x 的 测 地 线 乙 ;和 乙 :， 使 它们 关于 了 对 
I, Bg) = 工 ,; 以 显而易见 的 方式 ， 采 用 过 vz 点 的 和 
也: 重复 这 种 构 作 。 假 设 志 ;的 标号 使 声 , 和 五 * 位 于 工 的 p 一 边 
上 ， 则 (g,h) B= fat, AUER AG 〈 定 理 10.6.6》 o 18 


NM 


一 一 于 


一 一 


图 11.7.2 


446 


X JR RI REA. ED PLANE. SRS JL A ge AERE, 与 
LAr 2S o 口 
习题 11.7 


1. CD Rg RAR RS CR. iE 
h—-area(ie/(g)) =2 
GD 设 9 是 具有 平移 长 度 到 的 双 曲 元 素 。 试 证 明了 ,1/ (9) 的 面 


积 为 27/sinh(- T). 
Gil) El JUS ese Mon / qi MAINTE, WOEUEE,/ 《9) 的 
ie FAA 
2m 1 
A Cana 7! ) 
Hig + of ER 2, 


2. 设 G 为 非 初 等 Pucps 群 。 在 G 的 任 一 抛物 元 素 的 不 动 点 妈 处 ， 
置 


Hae = fz: sinh ypg «-] 


其 中 9 生成 z 的 稳定 核 。 试 证 明 对 所 有 都 物 不 动 点 z& 和? 
He=H, X Aso =¢ 
FFE HA G PAS BUR 7C SE IE 
f(HO=Hes 


§ 11.8 注 记 


11.6 节 中 的 某 些 结果 系 由 〔59] ，[113] 给 出 ; 而 关于 
纯 代数 处 理 , 则 可 参看 C78 ，[79] . C960. XCT11.75, 
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RE, 373,0432 C842 8725 对 于 ruchs 群 的 一 系 
列 几 何 结果 , 可 查阅 C103 , C752 , C803 ， C812 ,€82) , 
(845 和 (933. 
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